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摘要：针对有交易费多种风险资产并存的市场情形，通过考察常系数投资消费模型中资产优化问题 ．利用随机 

分析方法和二阶椭圆变分方j击，讨论了价值函数的一些基本性质 ，即价值函数的凹性、连续性和正则性， 及变分 

不等式的粘性解的存在性和唯一性． 
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1 引言(Introduction) 

资产优化是数理金融学研究的重要组成部分， 

在其模型分析及应用计算方面，已取得了实质性的 

进步，尤以统计分析和随机分析方法的表现最为出 

色．金融理论和应用领域中不断增加的需求，也极大 

地刺激了资产优化理论的研究：从孤立地考察单一 

风险资产的模型到转而研究多种风险资产并存的模 

型，从完全化市场模型到转而研究非完全化市场，从 

无摩擦市场模型到转而研究有摩擦市场等等；结台 

着风险和资产评估分析，形成了目前资产优化理论 

研究中的热点．文献[i一4]等讨论了有交易费投资 

消费模型的资产优化问题，但基本上不适用于多种 

股票波动相关的情形． 

本文试图在多种股票波动相关的有交易费市场 

模型上，利用随机分析方法和二阶椭圆变分方法，讨 

论最优投资消费模型中价值函数的某些性质，并给 

出了价值函数的凹性、连续性、正则性和变分不等式 

粘性解的存在性和唯一性等结果． 

2 资产模型和折算函数(Asset model and dis． 
count 6mc吐on)[ ] 

记 (n，F，P)为一个完备化的概率空间。F= 
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{ } 0为 域流，其市场模型为： 

d1 

ds0(￡)：( 0(f)一c(f))dt一 (i+ )dL ( )+ 
z=1 

— 生 

(i一 ) (￡)， (1) 
‘=】 

出c(￡)=t~i$1( )+ (f)∑qd ( )+ 

dL (f)一dMz( )，i=1，2，⋯，d，fi>0． (2) 

上两式中， 0(t) (t)分别为在 I时刻债券的价值 

量和第 种股票的价值量， 0(0一)：y0， (0一)=yf． 

记右连左极的适应过程 5(f)=( 1(￡)，⋯， ( ))． 

诸右连左极的适应过程 厶(·)， (·)是到 时刻的 

累积交易量，￡ (0一)=Mc(0一)=0． (·)是相互独 

立的 d维标准布朗运动．0( (1，0< (1分 

别为交易费率．记 d=( )d ，假定 三 = 垒 

(。 )是 正定 的．投资 消费 策 略是 形 如 (c( )， 

(￡ ( )， (￡)) 1)的过程 ，0≤f<*，其中适应过 
rt 

程c(￡)=c(f， )≥0，I c( ， )ds<∞，a s． 

定义 1 资产折算函数[5,6 为： 
d 

，( )=知+∑mint(1一 )y ，(1+ )y }， 
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= ( 0， -．， )∈ “． (3) 

记 S= { =( 0， 1， 2，⋯， d)∈ 醢d“，f(x) 

≥0：．可容许投资策略为，对 ∈ S，有(c(f)， 

(L (z)，M (f))，i=1，2，⋯，d)，使得破产时间 = 

mflf≥0， (f)∈S}是无穷大．U(x)表示可容许投 

资策略全体，即 p∈ U( )．投资者的目标是 ( ) 

=  

、

^(p)一效用函数 (c)=c " 0< y<1- 

，i(p)=E l e-3tu(c( ))dt为消费的折现期望效 

用函数，E 表示关于给定初始资本 =( 0， l，Y2， 
- -

， )∈ S时的期望，d为折现因子． 

定义 2 价值函数定义为 ( )= - )̂ (p)· 

当过程 s(z)在某一时刻 E达到边界aS时，亦即 

( 一)∈aS时，唯一的可容许策略是立即达到并保 

持在原点(o，⋯，o)∈ ，这时消费为o．所以， ∈ 

s时， ( )：o．再记r：inf{ ≥0，s( )∈ j， 

表示 S的内部． 

定义 3 变分不等式 (非线性椭圆方程变分和 

牯性解见文献[7～9])： 

m ~ ,laV+ ( )， __o，(41 

∈§； ：0， ∈aS． 

其中 

AV={害 +砉 + 
。 

O V
一 8 ，(。 )=三， 

及 

=
_(1“ ) av 

， 

慨 _(1 ) + ． 

记 u 为效用函数 Ⅱ的Legendre变换【l 0l，u (P)= 

max(一印 + (c))=( 1—1)pr~5-1
·为了进行讨论， 

假定(其中0为适当的正数，与 三的正定性有关)： 

(r+ 蓦 )．㈤ 
3 价值函数的一些性质(Some properties of 

value function) 

性质 1 V在 S凹局部 Lipschitz连续 ，且关于 

是非减的，i=1，⋯，d(证明见文献[11])． 

定理 1 若(6)成立，有 a>0，使得 ( )= 

0( 0+∑(1一 ) ) 是(4)的经典上解， =(口1， 

⋯

， )， =一 或 ； ( )=a(，( )) 是(4)的 

粘性上解；在 OS上，p=0． 
d 

证 记 ( )= 0+∑(1一 ) 则 
L 】 

o(工( )) ．考察A ( )，因 三是正定的，由式(6)可 

得。，使在§有A他( )+u ( )≤o．而在as上， 
吼 ≥0．于是，仉是式(4)的一个经典上解(在 S连 

续，在S二次可微)．由于p=ming~，p恰是式(4)的 
一 个粘性上解．而且，在 as上，显然有 =0． 

推论 1(V的连续性) 若(6)成立，则有 0≤ 

( )≤ ( )，V ∈ S，即 在S连续，且 

：e— ( A7)+lJJ e～∞u(c(日)) 
0 

是一个上鞅[12,t3]．min̂ 亦然． 

4 存在性和唯一性(Existence and uniqueness) 

定理 2( 的正则性) 若(6)成立，则 v在S一 

致 ．Holder连续，即存在常数 C>0，使得 l ( )一 

V(x )l≤CI_ 一 I_ ，V ， ∈S． 

证 见文献[11]或[6]． 

推论 2 若(6)成立 ，则 ( )满足弱规划原 

理【8．9 J，亦即对任何停时 0，有 

roA r 

( )=supE(I e-~／t(c(f))dt+ 
0 

e-3(~A”V( ((0 A )一)))，v ∈S． 

推论 3(存在性) 价值函数 V( )是变分不等 

式(4)的一个粘性解． 

定理3(唯一性) 若(6)成立，V(x)是(4)的唯 
一 粘性解，且 l V( )l≤C(1+9 I_ )，V ∈S． 

证 由定理 2中的不等式和 ( )是粘性解 

(推论 3)，只需证明：如果 是一个粘性下解，是 
一 个粘性上解，都满足(4)，且在 S上， ≤ ，那么， 

在 S中， ≤ ． 

定义S×S中函数列” ( ，y)= ( )一 (y) 

一 {l —y l 一E(工( ) + (y) )，其中E， 是 

待定的参数．而 的取法见定理 1的证明，故存在正 

常数 c1，c2，使得 c1 l l≤ ( )≤ C2 l 1．记 吼 

= ( ， t( ， )，存在(以， )∈ S，使得 m = 

”  (札， )，且 当 k一 时，有 帆 一 而 和 k 

l 一 l—O．1l,tk≥m>0，对 V k成立．由于m > 

0，而且，在 aS上， ≤ ， j， 的极限 在S中．那 

么，存在(札， )的收敛子列，对充分大的 后，不 

妨仍记(机，扎)∈§x§，于是，存在点( ， )∈§ 
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× §和墨， ∈砸，使得 

0≤{∑a [ 西 一 ]+ 

(∑( ( )f一( )f) +r(( )0一( )0) )一 

( ( )一 (Yk))一e( ( ) + 

(Yt) )+e(，( )+，(Yk)+L)． (7) 

式(7)中第二、四项小于 l机一 l 的正有界倍数． 

第一项引入Hadamard乘积，由文献[14]知 

[ ， 【 ㈣ 
其中 ，Y∈ “，蜀 ， 的取法与其相关．由 (8)可 

知 (7)中第一项也小于 l娜 一Yk l 的某一个正倍 

数．故前一、二、四项可记为小于 c I 一Yk I ．第五 

项中E是一个有界量．由 的定义可知第三项绝对 

值大于 ．但 E可充分小，令 一 *，从式(7)得 

0≤ C l 一Y l + 吐 一 航 一 吐 一 航 < 0． 

故矛盾．本定理成立． 

5 结语(Conclusion) 

结合随机分析方法和二阶椭圆变分方法，可讨 

论价值函数的唯一粘性解性质．使有交易费的资产 

优化的研究达到一个新的层次．而应用计算和金融 

实践还有待于开发． 
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