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摘要：研究 Delta算子描述的线性不确定离散系统的鲁棒镇定与 H 控制问题 提出了“Delm算子系统二救稳 

定与二次可镇定 的概念，推导出 Del*a算子不确定系统鲁棒二次可镇定的充要条件及其状态反馈控制律 基于 

Delta算子界实引理，给出闭环不确定系统具有 H 范数界的充分条件和状态反馈设计 所得结论将连续与离散系 

统的有关结果统一于Delta算子框架． 
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1 引言(Imroduction) 

连续系统的鲁棒控制与 H 控制理论现已发展 

得比较完善．有关离散系统鲁棒控制与 H 控制的 

研究相对较步，主要有基于双线性变换的间接法和 

直接离散化设计方法．现有方法均为传统的移位算 

子模型描述的控制算法，在采样周期很小时，将引 

起病态条件问题．为此采用 Delta算子模型方法能 

够有效克服上述问题 ． 

Delta算子是一种新的离散化方法，在控制和 

信号处理领域获得许多成果 ．近期在 Delta算子 

H 控制、特征结构配置以及系统性能分析等方面取 

得一些新的进展．文[2，3]分别采用对策论方法和 

Riccali方程方法研究 Delta算子系统的 H 控制； 

PiouE4 J主要研究 Delta算子系统的特征结构配置和 

鲁棒性分析；本文作者在L5]中给出Delta算子系统 

具有性能鲁棒性的判别条件．但现有结果均未考虑 

Delta算子不确定系统的鲁棒性能设计问题 

本文研究 Delta算子系统的鲁棒镇定与鲁棒 H 
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2 Delta算子模型描述(Model representation 

旦
dt (￡)= (￡)+Bu( )+ (f)． (2) 

(￡)=A (￡)+ (￡)+Gqw(￡)． (3) 

f̂ I ， J：e一‘ 一r dr’ 4 【
Gq：』 teA(T-r)c 一 

= (A 一1)／T= (A，r)a， 

岛 =B ／T= (A，T)B， 

=  ／ = (A， )G， (6) 

： +钎+ ⋯ 
根据式(4)和(6)可知，当采样周期 一 0时得到 

limA口=1，l 。= ， = ， ()
_

imB 0 lim 0 7 
T 

lim山 =A，limB~= B，llm = G． (8) 

由此可见，在采样周期很小时传统的 q移位算 

子模型将出现矩阵奇异现象，引起病态条件问题 ． 

Dena算子方法避免了高速采样时传统的移位算子 

方法引起的数值不稳定问题，又使得当采样周期趋 

近于零时 Delta算子离散模型趋近于原来的连续模 

型，从而基于 Delta算子可以统一处理连续和离散系 

统的鲁棒镇定和 H 控制问题 

3 Delta算子系统的鲁棒镇定(Robust stabi— 

lizatioQ for the Delta aD瞰a systgIl'ls) 

考虑基于 Delta算子描述的不确定系统 

(t)=(A+AA) (f)+Bu(f)． (9) 

其中P称为广义微分算子，分别表示 d／dt(连续情 

形)或 占(离散情形)，A∈ ，B∈ 酲⋯ ，△A∈ 

醍⋯ 为如下结构的摄动矩阵． 

AA：DFE． (10) 

这里D和E为已知矩阵，不确定参数矩阵F满足下式： 

F F≤ ，． (11) 

在此我们引人 Delta算子系统二次稳定和二次 

可镇定的概念： 

定义 1 如果存在对称正定阵 P，使得对于所 

有容许的不确定性 △A满足 

(A+△A) P+P(A+△A)+T(A+ 

taA) P(A+△ )<0． (12) 

则称Delta算子不确定系统(9)是二次稳定的． 

定义 2 Delta算子系统(9)称为状态反馈二次 

可镇定的，当且仅当存在对称正定阵 P，使得 

(A+BK+AA) P+P(A+BK+AA)+ 

r(a+BK+AA) P(A+BK+AA)<0． 

其中状态反馈 

u(z)： (f)． 

注 在(12)式中若令 T：0即为连续系统二次 

稳定 J，令 T=1，A： +1即得离散系统二次稳 

定 的定义．有关二 次稳定的具体含 义参见文 

[10] 

定理 1 设 O和 均为对称正定阵，Delta算子 

不确定系统(9)可状态反馈二次镇定的充要条件是 

存在￡>0，使得 Delta算子 Riccad方程 

(』+rA) [P。+T(BR B 一 

￡DD ) (』+ )一P+￡一 TE1’E+加 ：0(13) 

有对称正定解 P，并满足 

￡一 ，一TDTpD >0 (14) 

此时状态反馈增益矩阵为 

=一 一 BT[P一 +T(BR一 一eDD )]一 (』+ )． 

(15) 

为了证明上述定理的结论，还需要以下引理． 

引理 1⋯ 设 ，Y，Z均为k x k的对称矩阵， 

且有 ≥0，Y<0和 Z≥0，如果对于所有非零的 

∈ ， 

( ) 一4( 肼 )( z )>0， 

则存在常数 >0，使得矩阵 + ŷ+Z<0． 

引理 2[ 】 设 为k×k对称阵，S∈ 一，如 
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果对所有满足 s e：0的非零向量 e∈ ，有 联 

<0，则存在正定对称阵 y∈ 使得矩阵 — 

SYS ( 0 

引理 3 “J 对于任意的 ∈ ， ∈ ，有 

max{(xTOFEy)。：FrF≤ If= DD xy E 毋 ． 

引理 4【12】 设 D，A和E为适当维数的矩阵， 

满足(11)式，P是满足下式的正定对称阵 

e一 ，一 D PD > 0，e > 0， 

则有 

4 PD肛 + E F D PH + E F D PD腰 ≤ 

A (E一1，一D PD)一 D'rPA+e ‘E E． 

定理 1的证明： 

1)充分性 ．令 P1=P／T，B】= TB，A =J+ 

+TBK，D ：TD，由引理4和矩阵求逆公式有 

： ( +BK+／XA) P+P(A+BK+△A)+ 

(A+BK+△d) P( +BK+△A)= 

[ +T(A+BK+△4)] 导[，+T(A+ + )]一 P： 

( +m ) Pl(A + 4)一P1= 

A 1A +  ̂1DtFE+E F oIPlA。+ 

￡ F D}PlD1 E—P1≤ 

IA + lDI(E ，一 

DTP1D1)一 D}PtA +e—E E—PI= 

A (P 一eDlD ) 如 +e E E—P1． (16) 

由定理 l的条件(13)式可知 

Pl=(，+ ) (尸 + l尺I1Bi— 

eDtD ) (，+ )+e E'rE+Q．(17) 

将上式代入(16)得 

V≤A (P 一eDID )-。Ac一(，+7 ) (P + 

BIR一 B —eDtDi)一 (J+rA)一Q． (18) 

记 

： (P + 1尺一 B —eDIDi)一 (，+TA)， 

则有 

( + ) (P +BIR-lBT—eDlDi)一‘(，+TA)= 

NTBlR B}Ⅳ+Ⅳ (P 一eDlDi)Ⅳ． 

于是由(18)式有 

V≤Aj(P 一eD1DT)～A 一Q一 

B1R—BTU—N (P 一eDIDi)N (19) 

若取状态反馈增益矩阵 

K：一R-tBT(P~ +BlR 剪一eDlDi) (，+TA)． 

(20) 

则有 

(P 一ED1D )-。A =NT(尸 一ED1Di)Ⅳ， 

V≤一(Q+K RK)≤一Q<0． (21) 

因此式(15)或(2o)确定的状态反馈控制律，可二次 

镇定(9)式的不确定系统 ． 

2)必要性．设系统(9)是状态反馈二次可镇定 

的，则由定义 2可知，存在正定对称阵 P∈酽 使得 

(A+BK+△A) P+P(A+BK+△A)+ 

T(A+BK+AA) P(A+BK+△4)(0． 

即 

【J+r(A+BK+△A)] 导[J+r(A+BK+ )]一 P(0， 

(4 + △ ) P1(4 +TAA)一PI<0 

(23)式等价于 

(22) 

(23) 

f c̈ ’]<o．(24) 【(4 
+ A) 一P1 J 

TA 

“ 

P K B 0 ]+ 【(，+ ) 一 1 J。【 1 J。 
f 肛1(o． (25) lET 0 J 

对于所有满足[B 0] =O的非零向量 ∈ “，有 

，【 ‘ 0舛。 以 
(26) 

从而 

[ 工 u c 
一 {maX：~T 。 ]x：F'rF≤ 。． 一{m【 J j 

“ ) ， 
。I

。

FE 

≤，『c 

【 工 “ ] ) ， 
[ 0 。0 0。E E (28) L J L l J 

“  

¨ 
+ 
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： E]⋯． c凹 
又由引理 2知存在正定对称阵 Y=RI1使得 

e 0]+【 - “ + 

E]_【 T0] c∞ 
即 

『一Pf +eDlD}一B1R (，+TA) 1 

1 ra) +知 E1 _ 
(31) 

则有 

(，+TA) (P +BtR一 町一 

eD1 ) (，+TA)一P1+e E E <0．(32) 

从而存在正定对称矩阵 0使得 

(，+TA) (P +BlR’’ —eDlD})一 (，+ 

TA)一P1+e’’E E+p=0． (33) 

经变量代换即得(13)式． 

下面证明 P满足(14)式．类似于(29)式的推导 

可知，对所有满足[0 B，K] =0的非零向量 ，有 

【。 】 + 

驯： E】⋯， c 
根据引理 2的结果整理得到 

卜Pf +eD1 (，+TA) ] 

l(，+ra) _P1+ E一 町珊1 J ， 
(35) 

所以 

P 一eDtD >0． (36) 

即e ，一肼PtD1>0，等价地有￡～I—TD PD> 

0，必要性得证． 

4 Delta算子系统的鲁棒 H 控制(Robust 

H*controlf0rtlleDelta operator systems) 

考虑不确定线性系统状态空闽描述 

(t)=(A+AA) ( )+Bu(t)+ 

(t)， (0)=0， (37a) 

(t)= (t)． (37b) 

其中 ( )，n(t)，"(f)的含义同前，：(t)为控制输 

出．A，B，C和G为适当维数常值矩阵，△』4=DFE为 

(10)式的结构摄动．假定[A B]能稳定，[C A] 

能检钡5． 

在此设计状态反馈 “(t)=Kx(t)，使得闭环 

系统(37)稳定，且干扰输入 (t)到控制输出 ( ) 

的传递函数 ；(y)的H 范数满足 jj L (7)jf ≤ 

n ． (y)的H 范数定义为 

j』 (y) = s up 一( (y))= 黼 2 r；( 
一

I)／r  ̈  ̈

(38) 

其中 一(·)表示矩阵的最大奇异值， ∈L2的定义 

为 口(t)jj 2=[s叩=。 (t) 口(t)dt] ／2<∞．这里 

s 表示连续情形的积分或离散情形的求和运算 

引理 5㈦ 考虑线性系统 (7)的[c 』4] 

能检测实现 

= + ， = Cx， (0)=0． 

如果存在实对称矩阵 P≥0和实数 。>0使得 

i)A PL一 +PL’ A+m PL一1A+n一 PGc丁PL一 + 

C C≤ 0； 

)d ，一TG PG >0． 

其中 ，』：，一d’ cTP，则有 

a)』4是稳定的； 

b)jj (7) = jj c(̈ 一A) G ≤n 

定理 2 对于 Delta算子系统(37)，通过状态反 

馈 n(t)：Kx(t)使得闭环不确定系统稳定，且满 

足 }j (7) ≤n的充分条件为 

= 一 B PIt+T(BB 一口．2C．C．T一￡nDT)P]一 (，+ )． 

(39) 

其中 P≥0并满足下列条件： 

1)(，+ 似) [P + T(BB 一 d。GG 一 

eDD )]-1(，+姒)一P+e一’TE E+ C≤0； 

2)口 ，一 TG PG > 0；e一 ，一 TD (P_。一 

孙 ’ GcT)一’D >0，e>0． 

证 令 Pt=P／T，B1= TB，A = I+TA+ 

TBK，Dl：TD，Gl=TG，考虑下式： 

： +BK+ ) 咒～+ 一 (A+BK+ )+ 

r(a+BK+ )_r 一 (』4+BK+ )+ 

口一 PGC PL一 +C C． (40) 

其中 =，一口～TC~TP，由引理5知，若 V≤0，则 

定理结论成立． 

根据定理2的条件2)和引理 4有 

V=(A+BK+△』4) P+P(』4+BK+AA)+ 

r(a+BK+△』4) P(A+BK+△A)+ 

[(，+r(a+BK+AA)] PG(d ，一 

PC)一 G P[I+r(a+BK+AA)】+c c： 

(A +化』4) (P 一口一 G1c})一 (』4 + 
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TAA)一P】+C C= 

A (Pi 一d一 GIG})一 A + 

d (P『 一口 G1Gi)～D1船 + 

D (P 一d一 G1G )_。A 4- 

D}(P ‘一d一 G1G )_。D1FE—Pl+C c≤ 

(P 一口 GlG )_。A +e。。 E—P1+C C+ 

4 (P 一口一 GlG7)～D1[e一 ，一，J丁(P 一 

I2G1G})～D1 D丁(P『 一n一 G1G丁)～A ： 

j(Pf 一口_2G1G 一￡D1，J )_。A + 

e E E—P1+C C． (41) 

由定理2的条件 1)得 

P1≥(，+ ) (P 一口一 G1G +B】 一 

e，Jl ) (，+TA)+￡ E E 4-C C． 

将上式代人(41)有 

≤ (Pi- 一dI2G1Cl~一￡D1，Ji)_。A 一 

(，+ ) (P 一d一 Glc,T+B1日 一 

￡，JI ) (，+TA)． (42) 

记 

M=(Pi- 一口I2G1G +B1日 一￡，J1讲)一 (，+TA)， 

则有 

(，+ ) (P 一d一 GIc,T+ 

日1日 一￡，J】，J )一 (，+TA)= 

B1日 Ⅳ +M (Pf 一d一 G1G 一￡，J1，J )肼． 

于是 

V≤A (Pi- 一d_2G1Cl~一￡D1，J )～A 一 

B】日丁Ⅳ一_盯 (P 一口一 G1G7一￡，J1D )肘． 

(43) 

若取状态反馈矩阵 

K=一 (Pi- +B1日}一d一 GlG 一 

e，Jl )。。(，+irA)． (44) 

则 

A (P 一n_2Gl G 一曲1，JT)_。A = 

(P 一d一 G1研一￡，Jlo1)M， 

≤一 K <0． (45) 

因此式(44)或(39)确定的状态反馈，使得闭环不确 

定系统(37)稳定且有 }1 (y)ll ≤n． 证毕． 

5 结论(Conclusion) 

本文通过引人“Delta算子系统二次稳定”与 

“Deka算子系统二次可镇定”的概念，基于 Ricr~i 

方程方法，提出 了|Delta算子不确定系统鲁棒二次 

镇定的充要条件，并给出Delta算子系统的状态反 

馈鲁棒 H 设计控制方法．在采样周期趋近于零时， 

得到连续系统的鲁棒镇定与 H 控制的相关结果 

进一步的工作将集中在 Delta算子鲁棒控制与 H 

控制的线性矩阵不等式(LNI)方法研究． 
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