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摘要：提出了用多维 Gevea~Wotnea's(G-W)算法得到稳定的滑动平均(MA)过程的一个频域充分条件，井给出 

了在构造ARMA新息模型中的应用，给出了保证ARMA新息模型的MA多项式矩阵稳定的一个时域充分条件 仿 

真结果表明，多维 6w算法具有快速收敛的性质 
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1 引言(Introduction) 

众所周知，对一个相关函数具有截尾性的平稳 

随机过程，由其相关函数构造一个等价的MA过程 

的 问题 等 价 于 一 个 谱 分 解 问 题⋯．Gevers和 

w0I|t∞_2】提出了构造MA过程的标量 G-W算法，它 

可保证 MA多项式的零点在单位圆外或在单位圆 

上．但许多理论和应用问题要求 MA多项式的零点 

全在单位圆外，即要求 MA多项式是稳定的，不允许 

它有在单位圆上的零点．另一方面，虽然文献[23指 

出标量 G_w算法对多维情形也成立，但并没有给出 

证明．事实上，在多维情形 MA多项式矩阵的稳定性 

是用其行列式的零点全在单位圆外定义的，因而推 

广到多维情形并非显然，况且在多维情形 G_w算法 

仍存在 MA多项式矩阵不稳定问题．针对上述问题， 

本文提出了用多维 G_w算法得到稳定的 MA过程 

的一个频域上的充分条件，并将其应用于构造 AR一 
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MA新息模型，给出了保证 ARMA新息模型的 MA 

多项式矩阵是稳定的一个时域上的充分条件 

2 多维强 G_w 算法 (Multidimensional and 

strong Gevers—Wouters algorithm) 

考虑多维平稳随机过程 r( )∈ ，设其相关 

函数 R ( )=El r( )，( — )]具有截尾性：R ( ) 

= 0(j> )，其中 E为均值号，T为转置号．问题是 

已知R，( )求 r( )的一个等价的稳定的MA表达式 

r( )=D(q )￡(f)， (1) 

它具有已给的相关函数R ( )，其中D(q )是单位 

滞后算子 qI1(q-1E( )=e( 一1))的多项式矩阵， 

形如 X(q。。)=X0+Xl目一’+⋯ +鼍 q— ， ．为系 

数阵， 为阶次， = ，，m为m ×m单位阵，且 

D(q )是稳定的，即detD(口)的零点全位于单位圆 

外，e( )∈ 是零均值、方差阵为 >0的白 

噪声． 
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定义 r(f)的谱阵为 

s，(g)=∑ ( )q～． (2) 
：一～ 

可证明 (1)式的谱阵为 

s，(q)=D(q )Q,O (g)． (3) 

从谱分解观点，问题等价于已知谱阵 s (q)求满足 

(3)式的稳定的 D(qI1)和 Q ，这叫谱分解问题，下 

述加强的多维 G_w算法成立： 

定理 1(多维强 Gw 算法) 若 (q)在单位 

圆上处处非奇异，即 (e )非异，一 ≤ ≤ ，则 

用下述多维 G．w算法 

= hmR (f，f)，f一 ， (4) 

D：=lim (f，f—i)Q ，f— *， (5) 

～ 

R ( ，f— )= ( )一∑ (f，f— )- 
=i~1 

R (t-j，z— ) (f—i，f— )， 

(6) 

足(0，0)=兄(0)， 

t=0 l，2，’。。， ：0，l，⋯， d， (7) 

其中规定 R ( ， )=足(f，f)， (t，f—J)=0(f 

<J)，《 (f—J，f—J)=0(f<J)，可得到 ／vIA表 

达式(1)，它具有已给的相关函数 R ( )，且 D(qI1) 

是稳定的． 

证 取初始时刻 f0=0，基于有限观测(r(f一 

1)，---，r(0))有 r( )的一步最优预报器[3】 

f(f I t一1)= 

～ 

∑靠(f 
I= i 

其中新息 E(f)=r(f)一 (f I f一1)，协方差R (t， 

t—i)和方差阵 足(f— ，f— )由(6)和(7)定义． 

于是有 r( )的新息表达式 

r(f)=f(f I f—1)+E(f)， (9) 

它有已给的相关函数 碍( )[37．由于 0=0是有限 

的，则 P(z lf一1)和 E( )都是非平稳的．令 t0一 
一  或 f一 ，则 ，(f I f一1)和 E(f)成为平稳时 

间序列，且由(8)和(9)引出r(‘)的稳态新息表达式 

r(f)= D．E(f—i)+E(f)=D(q )E(f)， 
【=】 

(1O) 

其中 D 和 由(4)和(5)定义，且 r(￡)有相关函数 

毋( )．在(3)中置 q：e 并取行列式有 

det s (e )=detD(e一 )detQ detD (e )．(11) 

因 (e )非异，则 detS (e )≠0，于是由(11)引出 

detD(e一 )≠0，一 ≤ 09≤ 7t"，且 det ≠0，即 

detD(q)没有在单位圆上的零点，且 Q 存在． 

下面证明 D(qI1)是稳定的．因(10)式是稳态 

新息表达式，故它渐近地与初值选取无关．任取两组 

初值(E( (O)，⋯，E( )(nd一1))， =1，2，由(1O)式 

可得相应的两个新息序列 E“ (f)(i=1，2)为 

E( (t)=r(1)一Dl E(i (f一1)一-一一 

D E⋯(f—nd)，f= d， d+1，⋯， 

(12) 

则有 (E(f)一E“ ( ))一0，f一 ∞，i=1，2．置占(t) 

= Et (f)一E( (f)，则有 8(f)：[(E( (z)一E( )) 

+(E(f)一E c ( ))]一 o，z一 ，又由(12)引出 

D(q )8( )=0． (13) 

上式两边左乘 adjD(q )有 

detD(q )8(1)=O． 04) 

由初值任意性和8(z)一 。引出ll 7detD(q)的零点全 

位于单位圆外，即 D(qI1)是稳定的． 证毕． 

推论 1 若s (e )>0，一 ≤∞≤ ，则上述 

强 G-w算法成立． 

3 应用 G．W 算法构造 新息模型 

(Appfication of G—W algorithm to the con— 

stmction of ARMA innovation mode1) 

考虑离散线性随机系统 

A(q )y( )= 

B(q )"(t)+C(q ) (f)+L(q ) (f)， 

(15) 

其中 y(z)∈ 是观测， (z)∈ 和 (t)∈ 是 

带零均值的相关白噪声： 

fE{[ llsT ∽ )= 
s

。， 

(16) 

其中以 =1，8。=O( ≠J)，A(q-1)，⋯，L(qI1)为 

多项式矩阵，A0=k，}( )∈蕊 为零均值、方差阵 

为 >o的独立于 (t)和 (f)的白噪声，且 

(A(qI1)， (qI1)，C(q-1)，L(qI1))左素．置 

r(f)=n(q ) (t)+c(q ) (f)+L(q ) (t)． 

(17) 

假设 s，(e )非异，一 ≤ ≤ ，由定理 1用多维 

强 G．w算法，上述三个 MA过程之和可用一个等价 

的稳定的MA过程表示为 
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D(q )E( )= 

B(q )"(f)+C(q )口(f)+ (q ) (‘)． 

(18) 

从而由(15)和(18)引出ARMA新息模型 

A(q )Y(f)：D(q )E(f)， (19) 

其中由D(q )的稳定性和射影性质L 可证明E(f) 

是 Y(‘)的新息过程． 

但频域条件 S，(e )非异，一 ≤。≤ ，验证 

是不方便的，因此下面给出相应的时域条件． 

引理 l 若实系数多项式矩阵M(口 )左素， 

则它必行满秩．且对一切复数a有rankM(a)等于它 

的行秩 

引理 2_6J 设 f̂为复矩阵，记其共轭转置为 

．则有 r肌kM ：rank M． 

定理 2 若(B(q )，C(q )，L(q ))左素， 

则用多维 Gw 算法所得 ARMA新息模型(19)的 

MA多项式矩阵 D(q )是稳定的． 

证 由(2)、(16)和(17)式可导出【 0J 

S(e )：B(e一 )O． (e )+ 

C(e一 )Q C (e )+L(e一 )( (e )+ 

B(e- )SC (e )+C(e一 )S 日 (e )． (2O) 

定义复矩阵 和联合方差阵Q为 

M Q = Sr Q

Lr 0 0 Q

：
~

1
J 

： Q{l c ( )1， ：l o I 
L (e )J L 

(21) 

则由(20)定义的 sr(e )可表示为 

S，(e )：M M． (22) 

因 (B(q-1)，C(q )，L(口I1))左素，则由引理 1引 

出它行满秩，从而 村列满秩，即rankM =m．由引理 

2和(22)式有 rank s-(e )= rank̂f M =m，即 

sr(e叫)非异，一丌≤ ∞≤ ，于是由定理 1引出 

D(q )是稳定的． 证毕． 

推论 2 若 (B(q )，C(q )，L(q ))的最大 

左因式的行列式无在单位 圆上 的零点，则用多维 

G_w算法(4)一(7)所得 ARMA新息模型(19)的MA 

多项式矩阵 D(q )是稳定的． 

证 设 (B(qI1)，C(q-1)，L(q ))的最大左因 

式为 G(q )，则有 (B(q )，C(q )，L(q ))= 

G(q )EB(q-1)，C(qI1)，三(q-1)]，其中( (qI1)， 

C(q-1)，L(qI1)) 左 素， 这 引 出 B(q一) = 

G(g )豆(q )，C(q一 )= G(g一。) (q一 )，L(q一 ) 

： G(q ) (q‘。)．置 

( )= (q一 ) (‘)+ (q一 )口(f)+Z(g一 ) (‘)． 

(23) 

记 (‘)的谱 阵为 S(e脚)，因 (豆(gI1)． (qI1)， 

(q ))左素，则 由定理 2的推导知 S(e )非异， 

一  ≤ ≤ ．另一方面由(20)式可得 

sr(e )=G(e- )s (e )G (e ) (24) 

于是有 

detS，(e )：detC(e一 )detS (e )detcT(e ) 

(25) 

由假设 G(q )的行列式detG(qI1)无在单位圆上的零 

点，即detG(e一 )≠O，detG(e )≠0，又有det~-(e )≠ 

O，故de【s，(e )≠0．即sr(e )非异，一 ≤∞≤丌．由 

定理 1引出D(q )是稳定的． 证毕． 

4 仿真例子(Simulation example) 

例 l 考虑双通道系统【 ] 

A(q )5( )=C(q )go( )， (26) 

Y(f)=5( )+口(f)， (27) 

其中Y( )为对信号 5( )的观测过程， ( )和口(‘) 

是零均值、方差阵各为 Q 和 Q 的独立 白噪声， 

a(q )=12+A1q～，C(q )= C1q～，且 Q = 

diag(0．01，0．01)，Q =diag(1，1)， 

： 『0Ai ‘ 。‘ ]，C1：一 。‘ 1． 【o
． 4 一o．9 J， 一【o

． 9 o 8 J 

(28) 

将(26)代人(27)有形如(15)的随机系统 

A(q )y(t)=C(q ) ( )+A(q一 )口(f)． 

(29) 

容易验证 (A(q-1)，C(q ))左素，于是由定理 2用 

多维 G_w 算法可得到 ARMA新息模型(19)，其中 

D(q )=12+D1q-1是稳定的．可得在 =100处 

的MA参数估值为 

『0．815722 0．35986 1 

D1 【o
． 3685O8 一o~8233l J’ 、  

『1．1oo3 O．∞ 1 
(30j 

Qe 【o
． 0o67 1．o96l J 

它与文献[7]用谱分解方法所得结果 

西一=【。： 
一

0．3

．

65]，。 ：【 0‘ 
．

0

0 368 0 821 0 1 09] 。L
． 

一

．

J⋯ L 
．

J 

(31) 

是很相近的．记迭代‘次时的MA参数估值D 和0 
的分量各为 (f)和 知(f)，用多维 G—w算法 MA 

参数估计收敛性见图 1和图 2所示，可看到在 t> 

3O之后，MA参数估值快速收敛于真实值 
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圈 1 MA参数估值 的收敛性 

Fig l Convergence of MA parameter estimates 

5 结论(Conclusions) 

1)本文提出和证明了用多维 Gw 算法所得 

MA多项式矩阵是稳定的频域充分条件和时域充分 

条件，克服了原多维 G-W算法可能引起 MA多项式 

矩阵不稳定的映点． 

2)多维强 G_w算法可用于构造 ARMA新息模 

型，而 ARMA新息模型是用现代时间序列分析方法 

解决最优滤波和状态估计 问题的基本工具【 ，故该 

算法具有重要的理论和应用价值． 

3)多维强 G w算法也可看成是一种谱分解方 

法，因而成为用频域 Wiener滤波方法(多项式方 

法) 解决最优滤波和控制问题的一种有效工具 

4)多维Gw算法简单，具有快速收敛特性 计 

算量小，精度高，便于实际应用 大量仿真例子表明， 

用多维 G-W算法当迭代次数 满足 5O≤ ≤ 100 

时，通常可得到估值误差小于 1O。3的满意精度．用 

MA'ILAB语言给出的 0w 算法程序清单见文献 

[9]． 
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