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摘要：针对具有不确定项或干扰项的重复非线性时变系统，提出了基于反馈控制的迭代学习控制器，其中迭代 

学习控制器设计为高阶PD型，它 前馈的形式作用于对象 在满足一定的收敛性条件下，证明了该控制器的跟踪 

误差界是系统初始状态误差界和系统输出干扰项界的线性函数，同时改变反馈增益可以调整系统的最终跟踪误差 

界．仿真与实验均表明了该方法的有效性 
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l 引言(Introduction) 

人们能够在重复的实验过程中逐步掌握事物的 

特性，达到对事物的全面认识，因而人类具有很强的 

学习能力．迭代学习控制 lLC(it~afive leaxning con- 

tm1)正是模仿人类的这种能力．通过学习来改善控 

制性能⋯ 近年来，利用 lLC来控制不确定系统已经 

得到了许多学者的关注，因为学习控制执行简单，同 

时不需要准确的动力学模型．学习控制不同于传统 

的控制方法，它是通过重复运动，从过去的实验信息 

中得到学习，进而来调整控制量，改善控制性能 ． 

虽然可以给出保证学习控制收敛的充分条件， 

但是对某一次迭代学习有可能使跟踪误差变大．这 

是因为迭代学习控制在每一次学习过程中，对系统 

实行的是开环控制，如果单纯使用这种控制方法，则 

系统的抗干扰性能 比较差．它不一定能保证每次学 

习时都能补偿跟踪误差，特别是在刚进行造代学习 

时性能可能比较差 考虑到传统的反馈控制能有助 

于克服此类问题，因为反馈控制能补偿控制量 以减 
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小误差，所以为了提高系统的抗干扰性能和初始鲁 

棒性，在学习控制系统中可引入反馈控制． 

Hausci~21利用全局分析方法，论证了在任意初 

始状态下迭代学习控制的收敛特性．Hein ger 等 

人针对一类具有干扰和不确定初始状态的非线性时 

变系统，研究了迭代学习控制的稳定性．文献[2]、 

[3]虽然都指出了反馈控制器的必要性，但是它们都 

是针对一类非线性时变系统设计了一种单纯的迭代 

学习控制器以期望这种迭代学习控制能被应用到反 

馈系统中，而这种控制律仍然是基于开环结构，没有 

利用反馈结构的优点，因此无法获得满意的抗干扰 

性能．Jang等人_4 提出了一种在反馈系统中的迭代 

学习控制方法．但没有考虑系统的不确定性和干扰 

性，对于像机械手这种具有未建模部分或干扰项的 

非线性系统来说，这种方法似乎无能为力． 

本文针对具有不确定项或干扰项的重复非线性 

时变系统，提出了一种基于反馈控制的迭代学习控 

制器．在此控制器中，控制量包括反馈部分和前馈部 
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分，其中反馈控制采用简单的 PD控制，造代学习控 

制器设计为高阶 PD型，它以前馈控制的形式作用 

于对象 通过在迭代学习控制中引入反馈控制，不仅 

可以提高系统的抗干扰性能和初始鲁棒性，而且改 

变反馈增益可以调整系统的最终跟踪误差界．本文 

对此控制器进行了收敛性证明，并以 DI)R—— Ⅱ型 

直接驱动机器人为对象进行了仿真和实验研究、 

本文将用到下列矢量、矩阵和函数的范数： 

设：f = ， ，⋯， ] 为 一 矢 量，G = 

． ]⋯ 为一矩阵，h(t)( ∈[0，T])为一实数域 

内的函数．则矢量、矩阵和函数范数分别定义为： 

— 旦1 

I川 =，max I l，』G =max(∑ I g I)， 
⋯  《 J=l 

h( ) = sup (一 f) (￡)lI_ > ．
．

exp h 0 

2 问题的提出和控制器设计(Problem de— 

scripfion and controner design) 

考虑下列具有不确定项或干扰项的重复非线性 

时变系统： 

重 (￡)=，( ( )，t)+日( (￡)， )us(t)+ ( ( )，t)， 

(̂ )=＆ (t)+口。( )． 

(1) 

其中，i表示系统的迭代步数； ( )∈珏 ，u ( )∈ 

，y (t)∈ 分别表示系统的状态，控制和输出矢 

量；函数，(·，·)：R“×[0，T]一 ，口(·，·)：璇 × 

0，T]一 ；It) ( (t)，￡)， (￡)分别为系统的不 

确定项和输出干扰项，它们均具有随机特性；C∈ 

为常数阵；t∈[0， ]为时间， 是给定量．在本 

文中，系统(1)具有下列特性： 

特性1 f(xf(f)， )，B(粕(￡)，t)。 ( (￡)。￡) 

满足 IApschitzian条件，即 V￡∈ (0，T)，存在常数 

， ， 使得： 

，( 。(￡)，f)-f( (f)，f) ≤ (f)一 2(￡)lf1 

『j B( ：l(t)，f)一日( 2(￡)，f) ≤kB 0 Xll(f)一 口(f) 。 

I l(毛1(￡)，￡)一“ ( 2(f)，f)}j≤k II f1(f)一xa(t)l1． 

特性 2 第 i次迭代的系统初始状态误差满 

足： (O)一 (0) ≤ ，Vi． 

特性 3 输出干扰项 (t)是有界的，即 

b 垒m sup (f) sup
．¨ 

( Vi· 

特性4 存在 ∈蕊 使得 j +R0cB非奇 

异，即 det( +R0CB)≠0． 

本文所要解决的问题具体可描述为： 

对于一给定的可实现的期望输出轨迹 Yd(t)， 

从一任意初始控制量 “0(￡)和任意初始状态 0(f) 

开始，通过反馈控制和以前馈形式存在的迭代学习 

控制的结合产生下一步控制量及随后的控制序列 

{“ (￡)I i=2，3，4，⋯}，通过迭代，使得当 i一 * 

时， f(t)一 Yd(t)． 

为解决这一问题，设计了下列基于反馈控制的 

迭代学习控制器： 

+l(f)= l(f)+以1(t)， 
{ 
【圾1(￡)=uf(f)+∑Qk( ) (￡)+∑ (f) (￡)． 

= I ：l 

(2) 

其中， ( )表示前馈部分， 表示反馈部分；f_i 
— k+1；q=Yd—n表示第f次迭代的跟踪误差； 

= 一九表示第z次迭代的速度跟踪误差；N是一 

正整数，表示 ILC控制律的阶数；Qk(￡)，Rk(f)分别 

表示比例及微分项的学习增益矩阵，并且均有界，它 

们的上界分别表示为 b。和b ，具体定义见下节．该 

控制器的结构形式如图 1． 

图 I 基十反馈控制的造代学习控制器当 构 

Fig 1 lterative learming controller configuration 

based oil feedback control 

由于本文反馈控制器采用 PD控制，则 第 i+1 

次迭代学习时反馈控制量 1可表示为： 

l(t)=Qo +1(t)+Ro (f)， 

其中。Q0，Ro分别表示反馈控制的比例增益和微分 

增益，它们也均有界，上界设为 bqo ，bn，具体定义见 

下节． 

、  反馈控制量代入(2)式后，迭代学习控制器可变 

形为： 

M⋯(￡)=“ (￡)+∑Qk(￡)q(f)+∑Rk(t)ej(1)． 
= O I=0 

(3) 

需要说明的是。基于反馈控制的迭代学习控制 

器。其迭代学习部分即 吖f)是离线计算后存储在 
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内存中的 ，在控制中以前馈的形式加到控制量 中，因 

此控制器中的在线计算部分只有反馈控制部分．这样 

使得控制器的在线计算量小，很容易进行实时控制． 

3 收敛性分析(Convergence analysis) 

先作下列定义： 

bc垒¨pII CII，6Q垒 II Q̂( )II， 

6 II风( )II， 

bo
。
垒supII qo II，bR

o
垒supII Ro II， 

一  
。
船 】II B( )II， 

6 垒 SUl?
r．

II (f)II， 

咖 =6。6c+bRbc( + +k)， 

CO= bq
o

bc+ bR
o
bc( +蛐  + )， 

do：(Ⅳ+1)(6。6 +6 )， 

+6 '0( )垒L  
， 

7 】II( +Roc8)～II， 

=  ／_{l叫 )． 
在收敛性分析中，将要用到以下引理． 

引理1 假设存在一正实序列 {o } ，满足 

≤卢1。 1+芦2 一2+⋯ +卢 一Ⅳ+；， 

= N + 1，N +2，‘一， 

其中， ≥0，i=1，2，⋯，N，；≥0． 

如果 =∑ <1，那么下式成立： 

lira口 ≤￡／(1一 )． 

证 见文献[6]引理3．1的证明． 

定理 1 对于重复非线性时变系统(1) 

性 1～特性4，如果存在正数 ，使得 

f1 P̂ 一CR̂(t)B It≤ p̂， 

：  ： -川， i，m， ：1， ∈【 ， J， 

系统输出干扰项界的线性函数． 

2)当系统只存在不确定项 毗( (t)，t)时，即 

当 ll (O)ll和 b 均趋于0时，则通过 lLC，跟踪误 

差界渐近收敛到0． 

3)通过改变反馈控制增益 Q0，R0，可调整跟踪 

误差 ll (t)一 (t) 的界． 

证 1)设 

ei= 一 Cxd— Cxl一 

e = 一 = 盘 d一 一 

z 一  l 

G缸f一 

Bf垒B(Xi( )，t)，占 ( )垒 (t)一 ( )， 

扎(t)= 

，( d(t)， )+B( d( )， ) ( )+t￡fd( d(t)， )垒 

h+B d+”d， 

乩 (t)垒粕(t)一 (t)， 

虢( )垒，d一，( ( )，t)， 

占 (t)：岛一B( ( )，t)，占 e(t)=" —t￡f ( (t)，t) 

则 

蕊 =扎 一t．： 

，d+Baud+ d—f( (f)， )一 

B( (t)，t) (t)一 ( (t)， )= 

(t)+B 一B( (t)，t)[ 一 

札 (t)]+乩 ( )： 

瓢(t)+跏 d—B( 。(t)，t) + 

B( (t)， )乩 (t)+ (t)： 

虢(t)+船f(t) + 

B( ．(t)，t) n (t)+ (t)． 

利用系统(1)和Ⅱ￡控制律(3) 

乩  +1 Ud一 +1 

满足特 一 (‘)一∑ (‘)el( )一∑风( )eI( )： 
= 0 =0 

V( ，t)∈璇 ×[0，T] 
和 

r9∑ =P<i (4) 

成立，那么 

1)在系统存在不确定项 ( (t)，t)、输出干 

扰项 (t)和初始误差 如 (o)的情况下，当 i一 * 

时，跟踪误差 II (t)一 ( )ll的界渐近收敛到以 

原点为中心一个球域内，而且是初始状态误差界和 

乩．一∑ Q̂(f)( I— )一 
‘=t 

∑ ( )( l一 )一 
= 】 

Q0 +l(t)一Rod ( )： 
Ⅳ 

一 ∑ (‘) f+ 
= 】 

N 

∑ (f) 一∑ (‘)c阻l+ 

( ) 一Q0 ¨+Q0口i+l-岛国 i+1+ 札I= 
= 】 

N 

机一∑ (‘)翰 +∑ (‘) 一∑ (f)c(讲+ 
= 】 ‘=D =】 
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阳m+B加f+ )+∑风( ) 一Qoc瓠 一 
It=0 

RoC(嘶 I+3BⅢ +Bi+l弛 +1+ +I)= 
Ⅳ 

札一∑ (f)凹 一∑ (f) +∑ (f) 一 

∑ (f)c( +衄 + f)+ 

∑风( ) 一Qoc如 一 

c(新+I+阻 +1 + +1)一 CBi+l +l= 

∑[p̂一吼 ( ) ]池一 

∑ ( )Cdxl+∑ ( 一 

∑风(z)c(嘶+脚 d+ )+ 
^=L 

∑风( ) 一QoC@x 一 
‘=0 

RoC(瓢+1+阳⋯ d+跏⋯)一RoCB 8u 

其中 

f 0， k≠1， I 
， ： 1． 

移项后，得 

舰 +1= 

( +RoCB )一 {∑[ 一吼 (t)Bt]d 一 

∑ ( )Cdxf+∑ (E) 一 

∑风(￡)c(斩+ d+dwt)+ 

∑风( ) f—Qo ⋯一 

R0C( +1+扭f+1 + 。+1) 

取范数后，利用特性 l一特性 4和条件(4)，可得 

ll占 +1}l≤ 

{∑ôII II+∑6 。It 8x II+∑6 + 

善 ( + )II II+ + 
[bqobc+6 

。
6c( +蛐 + )]It II I= 

{∑ II dutil+[6 c+ 

6 c( + 6～+k)] II如 II+ 

(Ⅳ+1)(6 +6 )+ 

[bq
~

bc+ bR
o
~c(kz+ + )]II如Ⅲ II{- 

占 + 

l ll+c0}l如 ll+d01． (5) 

下面求 Il_ 

＆ 1l=l1 (f)一 ( )I1= 

II缸f(0)+l龇。dr II= 

II如 (o)+J n[辑(f)+8Bf( ) + 
B( (￡)，E)乩 (f)+ f( )]dr ll≤ 

b +j (e II II+b II乩 II)dr_ 
(6) 

为了得到 ll 和 ll 之问的关系，必须先 

知道r tl ( )II d 的 范数，因此 
J 0 

r)II dr II一  器 (r)It dr= 

P r_e 0。II (r)11 e。 e dr≤ 

I1 (￡)II 
。戢 e ‘J。e 如= 

II ( ) 8．【U
。 

≤ II (r)II o(a一’)． 

利用上述关系，(6)取 范数后 

It舐．11 ≤bx+ 一 ) ． +6 (̂一 ) 札 
o 
e'o(a II II II II 

整理后，得 

． ㈩  

(7)代入(5)后 

8u⋯ ≤ 

{∑ II but + 

％∑ ll酗 +c0ll舐 +d0}≤ 

{∑ ll II + 

b10+bsO(a )II 8ut 11 

口0刍——丁 可一  

∑㈦ ∑ 

7  口 
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b 
。
+6 ( )fl 8u +l If 

。 

o— — 二一 一  1_ 

l II溉 II + i_ 

(8) 

其中 

6日0(̂-1) 
。。 ’ 

n。毒 ． 
(91 

只要 充分大，就可保证 l一可· >。， 

那么由(8)，可得 

}1 8u ≤卢∑ lI乩 +e． 

其中 

e = 。／{·一 · )．c·。， 
由定理中的条件(4)，总能找到一充分大的 ，̂满足 

<1和卢∑ <1，那么根据引理1可推出： 

um ll抛 ≤—— ， 
⋯  

1一卢∑； 
I}】 

= 一 = d 一 一 ： 一 

ll ll ≤bc lj如 ll +b 、 

(11) 

从(9)、(1O)和(11)可看出，在系统存在不确定 

项 YJ ( (f)，f)、输 出干扰项 ( )和初始误差 

(0)的情况下，当i一 *时，跟踪误差 ll n ll界 

渐近收敛到以原点为中心的一个球域内．同时，跟踪 

误差 l1曲： 与初始状态误差 ll (0) 和输出干 

扰项界限 成线性关系． 

2)当系统只存在不确定项 ” (正{(c)，￡)时，郎 

当6 一0，ll (O)ll一0时，由(1O)知￡=0，则由 

(11)可得lim ll j =0，由(7)知lim ll如 = 

0，所以lira II e (￡)II =lim II毋：IÎ =o，因此通过 

ILC，跟踪误差界渐近收敛到0． 

3)由(10)式可看出￡与 0有关，而 0正是反馈 

控制增益 。0， 0的反映，所以通过适当调整 Q0，R0 

的大小可改变e的大小，进而调整系统的跟踪误差． 

证毕 

从上述证明中发现引入反馈控制以后，不但不 

影响系统的收敛性，而且通过适当选取反馈增益，可 

减小 跟踪误 差．注意：系 统 (1)中 的不确定 项 

( (￡)，￡)和输出干扰项 (f)均具有随机特性， 

因此本文设计的基于反馈控制的迭代学习控制器适 

用于具有随机不确定性的非线性系统． 

4 仿真和实验(Simulation and experiment) 

为了验证上述基于反馈控制的迭代学习控制器 

的有效性．我们以(12)所示的机器人模型为对象进 

行了仿真和实验． 

M(日 )口 +C(0 ，口 ) +G(日 )+f(of，口 )=u 

： 1，2，3，⋯． (12) 

其中， ∈ 表示关节角位移，M( )∈ 为惯 

性矩阵．c( ， )d ∈ 表示离心力与哥氏力项， 

c( )∈R 代表重力项，_厂(0 ，d )∈ 表示机器人 

未建模部分和干扰项，ui∈班 是控制力矩． 

为把(12)式化为(1)的形式，设 。 =0 ， ： 

= lj，则 

“ X2i， 

2f=目：=M ( )[It, — 

c(of，口 )d 一c(of)一f(O ， )]： 

M一。( I )[／2,f—C( “， 2 ) 2 一 

c( )一f( l ，X2 )] 

(13) 

设 置 =[ “， 2 ] ，Y =置，(13)式可写为： 

扯【 c)+c 川]+ 

， [一 xtl,x2i)]， 
H ： Xi． 

在实际中，我们以自行研制的DDR-II型平面两 

关节直接驱动机器人作为仿真和实验对象，其中 

( )=[6 o0 (口 一口 ) o0 ‘ ：一 “’】， ( ) 【6 o0 ( 一口 ) ： “ J， 

c(日 ，d )=[一b0 ~i s i ni“(‘O如zi‘一--80 1)i’]， 
口，b，c三个常量分别为：口=5．6794 kg·m2，b： 

1．4730 kg· ．C = 1．7985 kg· 、 

实验中我们以 8098单片机为核心开发了机器 

人关节控制器，系统采样周期为2ms，在采样周期内 

实现控制律的运算并进行实时控制． 

4 1 仿真结果(Simulation results) 

设期望轨迹为 =【 ； 
l

l

。

O

￡

t

一

-

l

1

5

5 t2 ]
，干扰项为 ，(f)： 

一 ￡) 

一 f) 

c08 5 

sin 5 

， 则 = 

J，f∈[o， 
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076】'Rl=【0。．4。02】_ 

Qz=【 。?。]， =[。 00。]， 
可以验证，当Q1，Q2，Rl和 R2取上述值时，满足收 

敛性条件(4)反馈控制部分 =【5。0 400],Ro= 

[ ．图2为第一次迭代学习时的关节误差，此 
时两关节误差都比较大，均为 0．52。，只经过 4次迭 

代学习，关节 1，2误差就已经很小，分别为0．036。， 

0 ff28~．如 图 4 

图 4 第四次迭代学习的关节误差 
Fig 4 Joint c1~orofthe fourth learning 

我们对每次迭代学习时不加反馈控制进行了同 

样的仿真，即 p0=0，R0=0，结果发现要得到与图 

4同样的控制精度，迭代次数至少要 20次，因此引 

入反馈控制可取得比单纯的迭代学习控制更好的控 

制效果． 

4．2 实验结果(Expedlnent results) 

在实验中，让机器人末端以0．5m／s的速度跟踪 
一

直径为 0．3m的圆，圆心坐标为(0．5m，0．5m)，选 

用二阶迭代学习控制器，其中 

Q。=【。 。0
．  

]，R1=[。．。25。
．

0 ]， 
l0．2 0 1 『0．1 0 1 Q

z I o 0
． 1 J， ：【o 0． 1 J， 

同样可以验证，当 Ql，Q2，R1和 R2取上述值时，满 

足收敛性条件(4)．反馈控制部分 ：【 ]， 

[ 

一 0I 

0 05 

0 

篮 一0 05 

睹 一0l 

01 

0 05 

。 

始 一0 05 

老 一0I 

U 2 4 

(d) 第十次学习关节2误差 

圈5 基于反馈控制的2阶 ILC对 

机器人的控制结果 

Fig 5 The control result ofILC 『Ⅳ=21 for robot 

based O／1 feedback control 

图5为迭代学习控制结果，从图中可看出第一 

次迭代学习的控制误差为e1 =0．13。， 2 ：0．15~， 

只经过5次学习，第五次迭代学习的控制误差为el 

= 0．048~， 2 =0．05~，很快提高了控制精度，因为 

经实验，单纯的迭代学习控制要达到同样的控制精 

度其迭代次数至少需要 15次． 

机器人在控制过程中，其传感器和执行器噪声 

均是随机干扰，从图5可看出，本文设计的基于反馈 
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控制的迭代学习控制器取得了很好的控制效果 ，从 

而说明r此控制器对于随机扰动具有很强的抗干扰 

能力 ． 

5 结论(Conclusion) 

本文针对具有不确定项或干扰项的重复非线性 

时变系统，提出了基于反馈控制的迭代学习控制器， 

其中迭代学习控制器设计为高阶PD型，它以前馈 

的形式作用于对象．在满足一定的收敛性条件下．证 

明了该控制器的跟踪误差界是系统初始误差界和系 

统输出干扰项界的线性函数．通过引人反馈控制，增 

强了系统的抗干扰性能，提高了系统的鲁棒性 从而 

保证每次学习时都能补偿跟踪误差，而且改变反馈 

增益可以调整系统的最终跟踪误差界．因此本文所 

述的方法比单纯的迭代学习控制具有更实际的应 

用性 ． 
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其中 (f)：中(露2(f)一 2(f))， 丑=A +B2垂 

J五l2=Al2+B2垂，类似于系统(2)，等价于 

1(f)= I(f)+ (f)+ 。(f)， 

2(f)= I(f)+ (￡)+Aw。(￡)，(1】) 

y( )= 1(￡)+ (￡)+0。(￡)． 

如果系统(1】)满足 (j， )是能稳定的，(j，e)是 

能检钡l的．我们能直接得到平行于定理 2．2和 3．1 

的相同结果 ． 
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