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摘要：本文涉及(P，d)-方法应用于 l一指标的非线性刚性延迟微分代数系统的稳定性 ．证明了求解常徽分方程 

(ODEs)的(P． )-方法的(强)G(c． ，q)．代数稳定性导致相应延迟微分代数系统方法的(渐近)整体稳定性 

关键词：(p． )一方法；刚性延迟微分代数系统；非线性稳定 

1 h_0duc 1 

Inthelasttwentyyem-s．me researchfor numerical 

solutions of differential equations(DDE )and dif_ 

ferendal algebraic~uations(DlA )has made great ad— 

vii／ices(cf．[1～12])．Inparticular，pat~s[3～7]ex- 

tended tbe above to nonlinear stiff~mblerm．How- 

ever，up to nOW，0rIIy lnia1 results have contributedto 

the nmnetical solutions of delay-differentia1．algebraic e- 

quations(DDAEs)(cf．[1l，12])and deal n~inly with 

Ⅱncar and n∞ 目Ⅲ ．1he systems，谢 m delay 

and algebraic o~nslraint．often arise iII s0 engineering 

tields such as卸lt。】nadc eontml，electmc~ uit an．1ysis 

and chemical engineering．When the classical Lipschitz 

consta~ of the sys~ as are very~arge．it will suffer 

from pI础∞rllen0n in computational pIo0edure． 

To solve血-埚 problem ，inthe presented paper，we deal 

血me stability of(p，d)一methods for a class of non— 

linear stiff systerr~ of DDA ．Some algebraic criteria 

OII global stability柚d asymptotic stabilityⅢe ebtained． 

2 The~lltement ofthe鄙晤t锄  

Consider nonlinear systems ofDDAEs 

r# (f)= (f)， (f—r)，y(E)，y(f—r))，t≥0， 

{g( (f)，y(f))=0，一r《f<+∞， 

(t)： (t)，一r≤ t《0， 

(1) 

and 

fu (f)=，(“(f)，“(f—r)， (f)， (f—r))，t≥0， 

{g(Ⅱ(f)， (f))：0，一f≤ <+*， 
LM(t)= (t)，一r≤ t≤0， 

(2) 

He，r>0，，：D1斗 D1．g：D2斗 D2(D1 c I× 

砬 ×R ×R ，D2 R ，D1 R -D2 R )are 

continuous f0~cfiom ． 柚d tbe Jaeobi Ⅱ岫血设 

(Vx,y∈ o2)is in蛐 le， 
0y 

systems(1)，(2)a of1-in~ ．Bythe e菇sI I∞ the- 

*R岫d面阻 t【叮n：删 吡ed Na加脚 sd皿∞ Lm【la【 ofc ∞ (㈣ 4(1l8) 

R∞ v耐 由 ：a000一∞ 一15；lte~gsed date： ∞0—11—27 
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Om  of implicit n嘶0Ⅱ，we know mat the a1 braic 

constraint equations in(1)and(2)have a unique solu— 

fion，respectively， 

y(t)=r ( ))， (‘)=r(“(‘))，一r≤t<+*． 

(3) 

Substituting(3)into(1)and(2)，respe~tivdy，We obt,~,n 

(f)=，( ( )， (‘一r)，r( (z))，r( ( —r)))． 

(4) 

u (1)=，(Ⅱ(‘)，a(t—r)，r(u(f))，r(“( ～r)))． 

(5) 

hthefollowing，wc&,qsunlethat(4)and(5)satisfythe 

~n-classical upsdli乜condition 

( t，i1，r( 1)，r(il))一 

called the class DA(a，．9，y)． 

As an example．wc consider a real d-dimensionlinea 

system 

f ( )= +Bx(t—r)+ (t)+ 

{ 毋(‘一r)+E， ≥0， (7) 
tz( )= (j)+Ⅳ，一 ≤ ≤ ， 

where A， ，C，D，E，M，N ∈ R ， ( ) = 

(t)(一 ≤ t≤0)is knov~l1．(7)call be reducedto 

state space form 

(‘)：(A+CM) (‘)+(B+DM) ( 一r)+ 

CN+DN+E． (8) 

For V ，i ∈R (f=1，2)we have 

<(4+CM)( l—x2)+(B+ )( t一 

2，孟2，r( )，r(i2))， l— 2)≤ 奶)， 1一 2)一 II l一 2II 一．9II孟I一 II 一 

11 l一 2 II +．9II il—i2 II + y II(A+叫 )(X1--X2)+(B+删 )( l—i2)II = 

y II r( 1)，r(il))一 《f X—l一 一： l》， 
f(x2,~2,F )’r( 川 ， 

where

、 

in de． 

V Xl， 2，il， 2∈R l， (6) fined by 

， (‘'‘) 删  ， 
《 u， 》 ：壹( ) ∈ ， 

theinduced[~o1111，and口， and are s吣 constantsin- 一 一 ‘ 。 ’ 

dependent of stiff．All the pmblems(1)and(6)are matrix 

1 f[ 一 (A+c』If)] ( +CM)+( +CM)丁【ld— (A+c )]一2a [I-25(A+cM)] (B+DM)] 

一 2【 (B+DM)T『厶一2y(A+CM)1 —2 (B+DM) ( +DM)一2阢J 

and is a d—dimensional identity matrix．Hence，the 

linear system (7)belongs幻the class DA(a，．9，y)iff 

illl~ix(一H)is nonnegaUve definite． 

3 Stability of one-leg(P， )-methods 

Applying onedeg(p， )一methods to(4)and(5)， 

then obtain 

p(E) = 

( ) ， ( ) ⋯ r( ( )坼 )，r( ( ) ⋯ ))， 

(9) 

p(E)u = 

(E) ，d(E)u ，r(d( ) )，r( ( ) ))， 

(10) 

where stepsim h=言，m is a positive integer，E de— 
Boresthe shift operator，and gaereis no common divisor 

I 

be㈣ p(#)：∑ and (∈)：∑ ‘( 
l=1 i=1 

∈砬)，inwhich and岛&re real constantswiththe o011一 

sistency condilion：P(1)=0，fD，(1)=a(1)=1． 

Moreover， n，Hn aIe approximations to ( n)and 

／／．(f )，mspeclively．In particular， = (‘ )， = 

( )whcacvcr—m ≤n≤0． 

For flll~her analysis． introduce s0【【lc notational 

conventions 

=  一  ， = ((￡． ，(￡． 一， 】) ， 

厂T———一 厂T————一 一 

=√ ，II△il c。√量 胁 )， 
where△=(dT， ，⋯， I) ∈ ，G=(go)∈ 

1 is a real symmetricpositive-definitematrix．Clear- 

Iy，lI·11 and ll·I1 G are norlrlsinR I． bEe 盯，in 

thefollowingwc as乱】Inethat eachmatl~_~nonnis subject 

to the corresponding vectoral norm． 

In paper[13]，for gettingthe numerical stability re— 

sults OEt orte-leg andlinear(p，d)一methods(forODEs) 

p(E) ： (E) ，口(E) )， (11) 

p( ) ：ha( )，( ， )， (12) 

S．F．Li gen~ zedthe tof G-stability，proposed 

byG．I~ uist[15]，tothat ofC(c，P，g)一stability． 
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1)efinilJon 3．1 Suppo~ that c，P，q are real COI1． 

stantswith c > 0 andpg ( 1，andthere exists a × 

real symm~c positive-definite maUix G =(g )such 

吐Ia【for锄yIeal qlleIlce{啦} 0， 

l— d 甜 0≤ 

2o(E)aop(E)％ 一p(a(E)知) 一g(P(E)知) ， 

(13) 

WI101~，Ai=(。 ，。‘+l，⋯，。 + 一1) ( =0，1)．Then 

(P， )· (11)(or(12))is called G(c，P，g)． 

eb【aically stable．In particular，(1，0，0)．al mjcally 

stable method is called G-stable 

The ab ve concept will play an important role in the 

subr,~luent analysis．s0【I】e G(c，p，g)-algebraically sta· 

bleODEsmethods canbefoundinpaper[13]．Inpaper 

l5 J，based on C,-stability arId str0]唱 A—stability，C．M． 

Huang．el a1．0b the results on numerical stability of 

or~-leg( ， )·埘 forDDEs．Inttljs section，we 

relaxⅡ1e conditioninto(reap．strong)G(c，P，g)．alge． 

braic stability．and 0l岫  global andthe asymlxotic 

stability of one·1eg(P， )·methylsforDDAEs． 

"l~eorem3．1 Suppose thatone-leg( ， )·method 

(11)forODEsis G(c，P，g)-a cally stablewith0 

< c≤ 1．Then when 

2h(a+卢)≤P，卢≥0，hq≥2 ， (14) 

the c0Ⅱ璐P咖dingm }10d(9)，forproblems ofthe class 

DA(口，口， )，satisfies 

『『山 + Il≤ 

谨 + ㈣ 
(15) 

WI101~ ≥0，̂矗and̂ denotethemaximum锄dthe 

millillll／~lt eigenvalue of matrix G，respectively． 

Proof A~tmae that{ }is a group of orttmnormal 

basisinR 】．W rite 

棚 n =  ∑ 

Af=(《+f，《+Ⅲ，⋯， +㈨一1) ，f=0，1． 

It followsfrom G(c，p，g)．algebraic stability，(6)and 

(14)吐Ia【 

Il +- 一c I『 = 

∑[( ) 一c(舶) 甜0]≤ 
Ⅱ=I 

2<a(E)m ，P(E)m )一 

pIl d(E)山 Il 一q『l P(E)山 Il ≤ 

(2ah—P)《 ( ∞ fl + 

2 l『 (E) ． fl +( 一g)Il P(E)m Il：≤ 
(2ah—p)Il d(E)山 Il +2 『l (E)山 ff ， 

bywhich we have 

Il +l ≤ 

c ff +(2ah—p)l『 (E)m Il + 

2 『『 (E) ⋯ Il ． (16) 

Ani~ ollto(16)yie1ds 

『f +l ≤ 

I『 Il +(2口h—p)∑ct Il (E)‰一 II + 
i=1 

2 ∑ Il d(E) ⋯ Il 
I=0 

(17) 

Fl】mler，with(17)，(14)and condition0(c≤1we 

arrive at 

Il + ≤ 

『『 +(2ah—P)∑ 『『 (E) ⋯ 『『 + 
10 

2 ∑ Il (E)m ff ≤ 
⋯  

ff +(2nh—p)∑ Il d(E) ⋯ Il + 
J=0 

2 ∑ fI (E) Il ≤ 
l O 

⋯  

『『 +2 ∑ I『 (E)m 9 ： 

Il +2 ∑ Il (E) 。l『2l 
i —r 

H％∞ 

lf +I幅 ≤ 『l +2 m且x Il d(E)m Il 2， 

(18) 

by whichitfollm~s 

 ̂ ∞ ff ≤ 
． 】 

 ̂∑ Il ff + max Il (E)m If 2． 
，tO ⋯ 一  

， (15)l10lds． 

The~quaUty(15)showsthatthe difference between 

the numerical solutic~s of DDAEs(1)and(2)is 

bounded by initial values of systems and methods． 

H％∞ln删 (9)is globally stable．Inthefollowing， 
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vd．埽 

for getting the as 珥岫  stability ofthe methods
，
we 

introduce 

Definition 3．2 The method(11)(or(12))is 

called strong c(c，P，q)一algebraically stable if this 

med3od is G(c，p，q)一algebraically stable mad the root 

modulus ofd(})islessthan1． 

Ren口咄 3．1 Since G-stability is equivalent to A 

stabih'ty(cf．[15])，str~ag C(1，0，0)．alg出商c stabi~ty 

is equivalentto strong A—stability(i．e．themethodis A． 

stability andthe root nlodllhl$ofd( )islessthan1)． 

A combination ofTheorem 105B mad T~ lcm 123D 

in J．C．Butcher[14]yie ． 

Lemma 3．1 GivenmaUixj∈ mad sequence 

∈cI．Thenthe solution sequence oflineardifference 

equation 

yn = Ay 
一

1+ 

satisfies 

lira ll l』=0， 

iff spt~trl／ill r-~iim r(A)<1 and lira =0． 

"l'heOl,l~ll3．2 ＆ p0se血at o le_l铭 (P，d)一method 

(11)forODEsis strong e(c，P，目)一algebraically stable 

with0<c≤ 1 and且 ≠0．Then when 

2h(a+J8)<p，J8≥0，蛔 ≥ 7， (19) 

the eorrespondingmethod(9)forthe classDa(d，口，y) 

is asymptotically stable，i．e． 

1ira ∞ ll=0． 

Proof A slight nmdific,ationto(18)yields 

+。li +[P一2̂(。+卢)]∑ d(E) ⋯ll ≤ 
J=0 

l J t1 + 
一  一  

I F (E) I F 

Hence 

[p一2h(a+卢)]∑ Il (E) ll ≤ 
J 10 

II I1 +2 max
．

II (E) II ． 

From(20)and2h(口+ )<pitfollows 

lira ll d(E) ll=0． 

W  te 

J= 

O 1 0 

0 0 1 

● ● ● ● ‘ ● ● 

O O 0 

鱼 鱼 ⋯ 
一

8k 一8k 一8k 一 8k 

(2O) 

(21) 

0厶． 

矗 = 

O 

O 

0 

d(E)~on 

Then 

+1=J + ． (22) 

By(21)， know山mlira =0．M㈣ v盯，in啪  

0f吐1e strong C(c，p，g)一algebraically stability of the 

me~ods infer廿Iatthe rootmo由llus ofd( )isless 

m∞ 1．Thus，the$1~ctr1．1rll radius r(，)<1．Fl=眦 ， 

by Lenm~3．1 it follows lira f1 +1 f1=0．There- 

fore，lira_l∞ iI=0． 
一 _  

With1l 响 n 3．1，3．2 and R删啦咄 3．1．wefultller 

have 

Q腻 3．1 Supposed 0ne-leg(P， )一method 

for0DEsis A—stable．Then．when 

0≤卢≤一日，y≤0， (23) 

the corresponding (9)forthe class (口，口，7) 

sad蚯es(15)，which n1eans the global stability． 

C哪 llary 3．2 sl硼)0s甜 0Ile—leg(P，口)一method 

forODEs is strong A—stable．Then，when 

0≤卢≤一口，y≤0， (24) 

the∞m单 hgmethod(9)forthe class现(a，J8，7) 

is asymptotically stable． 

4 Stability of lmear(p，仃)-methods 

solving(4)and(5)by linear(P。d)一methods yields 

P(E)五 = ( )，(五，五⋯ r(矗)，r(五一 ))． 

(25) 

P(E) = (E ， ⋯ r( )，r( 一 ))， 

(26) 

wht~'c五 m forthe appI讲 m ons (f )and 

u( )，~ ectively，五 = (t )mad = (‘ ) 

whenever—m ≤ ≤ 0，andthe 0lllernotaliom arethe 

s asmat of(9)and(10)． 

A ar argumentation to Lemm~4．2．1 0f S．F． 

U【 yields the following ge∞枷 i∞d l'eSult
．  

LⅫ∞m 4．1 Suppose山m sequence{ }sadsfies 

(25)(Iesp．(26))． -en seque~e 

互 

P(E)矗 + (E)，(矗 ，矗⋯ r(邑)，r(矗． )) 

(27) 
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satisfie~(9)(r唧 ．(10))and 

=口(E) 

WithTheorem 4．1，4．2 andRe~tLark 3
． 1．wefurther 

(28) have 

(3o) 

|he 

-
= 

p(E)n +hq(E)[，(置， ⋯ ，r(置)，／'(Xi一 ))一 

，( ， 一 ，r( )，r( 一 ))]= 

n。． 

Ac~ gly。dds completesthe proofof"I~ rel'n4．1 

The inequality chanKm日j刀巴s the global stability of 

methods(25)． 

"theorem 4．2 Suppose that linear(p，口)一method 

(12)forODF．sis strong G(c，p，g)一algebrai~ly stable 

with0<c≤1 and ≠0．Then，when(19)holds， 

the cortesi~nding method(25)forⅡle class DA( ， ， 

y)is asymptotically stable i．e lira II n II=0． 

Proof By Lenm~ 4．1 and Theorem 3．2itfollows 

ll n ll≤ Il (E) ll 0—0，(ft．— )． 

H酆 ethis吐I硼 nis uved． 

0 0llary 4．1 Supposed linear(p，d)．m 

(12)for ODF．s is A-stable．Then，when(23)l词ds， 

the eon'esponding mem0d(25)for class (口，口， 

y)satisfies(29)． 

C0r0llary 4．2 s叩p0scd linear(p，口)．method 

(12)for ODF．s is strong A—stable．Then，when(24) 

holds，the con,~xmaing method (25)for class 

(口， ，7)is竭唧肋 ly glllble． 
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阵蟛年 1948年生 中国计量学院教授 目前研究方向为稳定性 

理讫和非线性系统镇定 ． 

秦化淑 1934年生．1956年毕业于南开大学数学系．19151年在波 

兰雅盖龙大学获博士学位 现为中国科学院系统科学研究所教授 从 

事过常微分方程，线性与非线性系统控制及其在导弹制导和机器^ 

控制的应用等方面的研究工作 目前对非线性系统结构性质，镇定． 

机器^控制，不确定系统控制等有 趣． 
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