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摘要：研究了末态 自由、时间一定的混杂系统的最优控制问题 提出了基于可达网络的混杂系统优化控制的动 

态规划方法 这种方法能够给出问题的全局最优解，并有效地降低系统的计算量 
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l 引言 (Intloduction) 

随着计算机科学的发展，既包含连续动态，又包 

含离散动态的混杂系统大量出现．如飞行控制、柔性 

生产制造和机器人系统等．近几年，混杂系统的研究 

得到了广泛的重视，取得了大量成果_】 j． 

文[4～6]对混杂系统的优化控制问题进行了一 

定研究．其中，Bmaicky针对一般混杂系统，提出了 

基于广义多变量不等式(generalized quasi-variational 

inequalities，简称 GQVI)方法，求解 GQVI的单一牯 

滞解是困难的_4j．文[5]则首先把混杂系统进行逻 

辑、受限动态变换，使之转化为混合逻辑动态系统 

(mixed logical dyIIamical，简称 MID)，然后用混合整 

数平方规划(mixed integer quadratic programming，简 

称 MIQP)方法进行优化求解．但是，混合整数平方 

规划求解的难度是 NP Hard的(Raman and Gross— 

mann，1991)．血 Lut6 采用受限的微分动态规划方法 

求解不考虑切换代价的切换系统，能给出系统的局 

部最优解．本文针对一般混杂系统的最优控制问题， 

提出了基于可达网络的动态规划方法，这种方法能 

给出问题的全局最优解，并有效降低计算量． 

2 混杂系统模型(Hybrid system mode1) 

考虑以下受控混杂动态系统．用分段微分方程 

· 基金项 目：国家自热科学基盎(698o4oo9)资助项目 
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表不： 

*(矗+1)= 

f( (k)，m(k)，u(k)，k)= 

rfl( (k)，M(k)，k)，if m(k)=1， 

( (1) 

tf,( (k)， (k)，k)，if m(k)=P， 

Y(k)= 

g( (k)，m(k)， (k)，k)= 

fg1( (k)，M(k)，k)，ifm(k)=1， 

{ (2) 
I
．gp( (k)，Ⅱ(k)，k)，if m(k)=P． 

其中： (k)∈ 为状态矢量， (0)为初始状态； 

y(k)∈ 为输出矢量； (k)∈ ： 为控制矢量； 

m(k)∈{1，2，⋯，Pi为有限整数变量； ： ×l × 

一 R ；g ： x R x 一 时．模型(1)、模型(2) 

是比较普通的混杂系统模型，大部分混杂系统都可 

以用这个模型表示【 ． 

上述模型表明，混杂系统是由一组依赖于离散 

变量 m(k)的微分方程决定的，称 m(k)为模态． 

m(k)依赖于前一个模态 m(k—i)和现在状态 

z( )． 

定义模态变迁条件集： 
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s =； ： ( )≥0， ( )>o1． 

其中：{i， }∈ I1，2，⋯，pj，S ∈R ， ( )，" ( ) 

是状态 的矢量函数 则 

{ i and x( k)E so．h 1 k k’㈣ 【m( )=(m( 
一 )， ()，)． 一 

模态变迁关系可用 自动机模型表示 lj． 

例 1 如图 1所示，考虑系统： 

『 ( +1)=A(m(k)) (k)+B(m(k))u(k)， 

【v(k)= (k)． 

(4) 

J 状志切换示意图 

Fig 1 Switching of states 

其中： 

(k)∈ ， (O)=[一1，4] ，m(o)=1， 

一 1≤“( )≤1，Y(k)∈l酽， (k)∈ {1，2，3 

( )= 

E o]j irm㈤= 

； 

if if／,(k)=2， (6) 

if 1(k)( 2(k)一2， 

if 1(k)> 2( )一2 n 1(k)(X2( )+2， 

if l(k)> 2(k)+2， 

if l(k)= 2(k)一2 U 1( )= 2(k)+2， 

(7) 

则： 

S11={ ： 1≤ 2—2}，S2l={ ： l( 2—2 

S篮={ ： 1≥ 2—2 n 1≤ 2+2}， 

S23={ ： 1> 2+2i，S ={ ： l≥ 2+2 

S12=S32={ ： 1> 2—2 n l( 2+2}． 

3 混杂系统优化控制(Optimal control of lay— 

brid systems) 

对于式(1)、式(2)所示混杂系统，其优化控制可 

以表述为： 

问题 1 寻找控 制策略 {u( )，k： 0，⋯， 

N一1i使得如下的性能指标得到满足： 

J= rain ( (N)，m(N)，N)+ 
●)．●=O- · 一1 

Ⅳ 】 

∑风( ( )，m( )，u( )， )+∑肘( 斗)． 
= 0 

(8) 

满足条件： 

(0)= 0，m(o)=m0， (9) 

(k+1)=f( (k)，if／,(k)，u(k)，k)，(10) 

m ( )：h(m(k一1)， (k)，k)， (11) 

s( ( )，m(k)，u(k)，k))≥0， (12) 

=( (k)，m(k)，H(k)，k)=0． (13) 

其中： ( (N)，m(N)，N)为 末 态 代 价 函数； 

风( (k)，m(k)，u(k)，k)为系统演化中状态与控 

制变量的代价函数；M( 而)为模态切换代价函 

数；式(12)、式(13)为关于系统状态与控制的限制， 

如饱和限制等 

4 动态规划方法(Dynamical programming) 

4．1 一般混杂系统优化控制动态规划方法及计算 

量分析(Dynamical pmgramnung for general hy— 

brid systems and computing analysis) 

1)一般混杂系统优化控制动态规划方法． 

动态规划方法是 R．BellMan提出的主要用于求 

解多级决策问题的方法，并成功地应用于网络最优 

路径查找、线性时不变离散系统的优化等问题．对于 

问题 1，我们应用动态规划方法如下： 

定义 1(路径) 从一系统状态到达另～系统状 

态．所经历的模态序列为一条路径． 

如图 l中从初态 (0)= (0，2．4，到达状态 

(5)=(2．1，0)，经历模态顺序 1—2—2—2—3为 
一 条路径． 

下面首先给出一条固定路径的动态规划方法： 

算法 1 

I)循环．从 f：1V一1到 0． 

分别应用模态 m( )对应微分方程(1O)式求解： 

J= min ( (N)，m(Ⅳ)，-~)+ 
“ ● ．⋯ - ， 1 

Ⅳ一1 

∑风( ( )，re(k)，u( )， )+∑M(x ， ) 
^=0 ’ 

满足于条件(9)、条件(11)～条件(13)． 
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Ⅱ)验证．把求出的控制 l (k)，k：0，⋯，Ⅳ一 

l}代入式(10)，依次求出每一步模态、状态，验证是 

否与给定路径相同及满足限制条件 

Ⅲ)找出系统所有路径，对于每条路径采用上 

述方法求解，然后求出所有路径的最小值，其对应的 

控制 { ( )， =0，⋯，Ⅳ一ll即为系统所求 

2)一般混杂 系统优化控 制动态规划方法计算 

量分析 

对于有 M个离散状态的控制系统，取式(8)中 

循环步数为 Ⅳ，则路径总数为 一，计算复杂度(不 

考虑连续部分计算量)为 ：N× 。。． 

实际上，在很多情况下，由于连续和离散条件的 

约束，有很多路径是不存在的．如关于例 l的优化控 

制问题，令 N =6，则路径有且只可能有两条：l—l 

—l—l—l一2；l—l—l—l—l—l则不是 3 =243 

条路径．为此，我们提出系统的路径优化方法． 

4．2 混杂 系统优化控制路径优化 (Path optthuza 

tion) 

定义 2( 时问可达性， 时问不可达性) 对 

于给定的 i， ；( i， i可为状态点、状态区域、模态 

等)，如果能够找到～满足约束的控制策略，使系统 

在此控制策略下，在最多不超过时间 r内，从 到 

达 i，则称 {关于 i是r时间可达的，否则称 ；关 

于 是 r时问不可达的 ． 

定义 3( 步可达性， 步不可达性) 结定 ， 

( f， i可为状态点、状态区域、模态等)，如果能 

够找到一满足约束的控制策略，使系统(1)、系统(2) 

在此控制策略下，在最多不超过 步内，从 f到达 

，则称 关于 为 步可达的，否则称 ；关于x 

为 步不可达的． 

根据 步可达性 ，可以去掉 所有不可能路径 ， 

简化路径数量．如假设例 l中已求出从 (0)到达模 

态2是5步可达，而4步不可达；从 (0)到达模态 3 

是8步可达，而7步不可达．如令式(8)中Ⅳ =7，则 

可以判断，第7步时系统只能处于模态l或模态 

2(如处于模态 3，则系统经过 7步从 (0)到达模态 

3，这与 (0)是模态 3的7步不可达相矛盾)．同理， 

开始 5步模态只能为 l，这样就只可能存在3条路径 

l一 1一 l一 1一 l一 2— 2．1一 l一 1— 1— 1一  

l一 2、l— l— l— l— l— l— 1．由此可见：根据 

步可达性，可以大大减少计算量． 

定义 4(Ⅳ步可达网络) 如图2所示，Ⅳ步可 

达网络是由从 (0)出发， ( 为不大于Ⅳ的任意正 

整数)步可达的所有模态组成的有向网络．网络节 

点为模态，节点 内数字K(i)表示从初态 (0)到模 

态 的可达步数．模态 i与模态 间有向连线表示z到 

是不需要经过其它模态直接可达的，连线上数值 

( )表示系统从初态 (0)出发，经过模态 i到达 

模萄 的可达步数． 

圈2 N步可选风络 

Fig 2 N steps reachable net 

定义 5(相邻模态) 在 Ⅳ步可达网络中，如果 

模态 i到模态 是不需要经过其它模态直接可达的， 

则称模态 为模态 的相邻模态． 

问题 2 N步可达网络的求饵． 
一 般混杂控制系统的可达性求饵是 NP-Hard 

的 J，据此可以证明，对于一般混杂系统的 Ⅳ步可 

达网络求解也是NP-Hard的．为了减少计算量，我们 

给出以下一种求解方法，这种方法是非 NP-Hard的， 

称这种方法求出的 Ⅳ步可达网络为强Ⅳ步可达 

网络 

算法 2 混杂控制系统 Ⅳ步可达网络求解算 

法 ： 

1)列出所有模态，并根据模态转移关系进行连线； 

2)求饵系统初态 (0)到其相邻模态的可达步数． 

这是连续系统 步可达性问题．有两种方法求解： 

I)对初态 (0)，计算式(10)l步，如果系统在 

一 容许控制下达到下一模态，则 (0)到其相邻模态 

具有 l步可达性，否则对式(10)再进行一步运算，直 

到找到一容许控制使系统进入下一模态．从而可求 

出 (0)到其相邻模态的可达步数． 

Ⅱ)考虑式(1)对应的连续化系统，问题转化为 

T时间可达性问题，即求解在边界约束条件下，系统 

状态 从 (0)运动到其相邻模态的最；bt．J-问 r．这 

是边界受约束的连续系统极值求解问题，根据极大 

值原理容易求解．所以可达步数 可以求解：K = 

[ ]+l([ ]：小于 的最大整数，7"o：连 

续系统离散化所取步长)． 

3)求饵系统运动从模态 r进入其相邻模态i(i 

= l，⋯，m)到离开模态 i并进入i相邻模态 的 步 
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可达性，记为 ，．分两种情况： 

I)模态变迁只在边界发生，这是初端和末端 

已知的 步可达性问题，根据步骤(2)中两种方法 

可求 

Ⅱ)模态变迁在第一次进入下一模态的任意位 

置发生，如例 1．这时首先要求出从模态 r进入模态 

的最大区域，然后求解从这一区域到达模态J的 

步可达性．(从模态 ，进入模态i的最大区域为模态， 

与模态 i边界在模态，对应微分方程经过一步演化 

进入区域)，同步骤2)方法，K．，可求． 

4)求解系统初态 x(0)到系统所有模态的 步 

可达性，这是网络最短路径问题，可以用动态规划方 

法求解 

5)去掉所有关于初态 (o)的JⅣ步不可达的模态． 

4．3 混杂系统优化控制动态规划方法计算量的进 
一

步减少(Reducing rflore computing) 

对于末态一定的系统，如果从初态到此末态的 

路径有多条，则可以简化计算．假设系统从末态逆推 

f(1≤ ≤ 一1)步，第 z一1步有多条路径可以选 

择，则标 注 z，即记录下步数 f、模态 m(f)、控制 

uⅣ_1_⋯， 和此时计算出最优值 J(用于下一次计 

算，不再需要计算已计算的部分)，并选择任一路径 

继续计算，依次标注出所有路径有分岔时步数，直到 

计算完 Ⅳ步，到达初态 (0)．完成一条路径计算．下 
一 次计算则不必重新从末态开始．只需要依次找到 

最后一个标注，利用记录步数 f、模态 m(f)、控制 

u _l_⋯， 和此时计算出最优值J继续进行运算， 

在计算过程中有路径分岔，则继续标注．如一标注分 

岔路径都已计算完毕，则取消这个标注，直到所有标 

注都计算完毕，则从此末态到达初态的所有路径都 

已经计算完毕．可以看出，这样计算量比每条路径都 

从末态重新开始要大大减少，并且在 Ⅳ步计算中． 

同时最多需要标注 JⅣ步，可见需要增加的存储量不 

是很大 

4．4 基于可这网络的混杂系统优化控制(optimal 

cono'ol based On reachable net) 

给定强 Ⅳ步可达网络后，结合 4．3部分提出的 

简化计算量方法，可以给出以下混杂系统优化控制 

的动态规划方法． 

算法 3 

循环．从 i=1到 m(m：N步可达网络中的模态 

数) 

I)初始化．选择第 JⅣ步模态m(JⅣ)，令 f 

R】= 0，Sl= 0，S2= 0． 

Ⅱ)根据强 Ⅳ步可达网络预测下一模态 m(f一1)： 

① m(f一1)为以 m( )为相邻模态的模态或 

m(f)本身； 

② 如 m({一1)为 m(1)本身，则 ： 

K(m(z一1))+s1+S2≤ f一1； 

③如 m(f)为 m( 一1)相邻模态，则 m(f一1) 

为满足 K(m(f一1))≤ f一1且 (m(f一1))+ 

(I-1) (j)r≤ f一1的模态(如 ( 一1)， (j)，为多 

个，依 次选 择 (㈧)
， 
(f)r)，令 1= ，，S【= 

(m(f一1))，52= ( 一【)． ( )， 

Ⅲ)如模态 m(f一1)可为多个 ，则标注 ，即记 

录下步数 f、模态 m( )、控制 uⅣ_l1⋯， 和此时计 

算出的最优值J，并选择任一模态 

Ⅳ)如m(f一1)与m(z)相同，则采用模态 m(z 
一 1)对应微分方程逆推计算(10)式 1步并令 z=z 

一 1；否则采用模态 m( 一1)对应微分方程逆推计算 

(1O)式 S2步并令 =f—S2． 

V)返回Ⅱ)直到 z=0(计算出一条路径最优 

控制)． 

Ⅵ)验证 把求出的控制t u(k)，k=0，⋯，Ⅳ一 

1i代人式(10)，依次求出每一步模态、状态，验证是 

否与给定路径相同及满足限制条件． 

Ⅶ)找到最末一个标注，并取出此时记录的步 

数 z，模态 m(f)和最优值 J，控制 脚一 ·， ，返回 

Ⅱ)直到计算完所有标注(即计算出以模态 i为末态 

的所有可能路径的最优控制)． 

Ⅷ)求出所有路径中最优值及对应最优控制 

5 示例(Example) 

考虑例 1所示系统，令式(10)中： 

HA,( (N)，m(N)，N)=0，M(≈，≈)=0， 

皿( ( )，m( )，u(k)，k)=x(k)v ( )+／／．( ) m( ) 

P=【 0̈]’R 
设 JⅣ=1O．则目标函数为： 

卜 m) ( ) ( )+u( ) u( )· 

I)根据算法 2，建立强 Ⅳ步可达网络如图 3 

所示 

图3 例 I中强Ⅳ步可达阿络 

Fig 3 N steps strong reachable net for example 
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Ⅱ 根据算法 3，对可能的路径(共有 33条路 

径)采用动态规划方法求解 ．最优解 J=129．7751，最 

优控制如表 l所示： 

表 1 最忧控制结果 

Table 1 Result of optimal control 

6 结论(Conclusion) 

本文提 出了混杂系统优化控制基于可达网络动 

态规划方法，充分考虑了混杂系统连续和离散的双 

重动态特性，通过建立可达网络，简化了路径数量， 

极大地降低了计算量，示例证明这种方法是有效的 
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变结构控制，混合控制器要稍复杂一些，输出过渡过 

程时问相对要长一些．但是，仿真表明，这种不足仍 
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