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摘要：基于小波多尺度逼近特性，提出了一种求解线性时变系统中微分对策 Nash策略的新方法 该法避免求 

解耦合 Riccati微分方程，而只需求解代数方程，适合于计算机求解 
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l 引言(In．eduction) 

目前在定量微分对策理论中，为了确定对策者 

双方的最优策略(鞍点策略或 Nash策略)，一般利用 

最小晟太原理，将问题化为求解常微分方程的两点 

边值问题，显然寻求这样一个问题的解析解是相当 

困难的．因此有必要发展一些数值算法来寻求其鞍 

点策略的近似解．尤其是 90年代之后，基于对策论 

的鲁棒控制器设计思想已被当作鲁棒设计的有力工 

具l【， ．如在文献[1]中，鲁棒 H ／H 混合控制问题 

被转化为微分线性二次 Nash对策问题．因此，微分 

对策的定量求解又成为一个引起人们广泛关注且具 

有理论与实际意义的研究领域．文献[3]对静态问题 

给出了一种分布式算法；文献[4]利用不动点原理给 

出 求解鞍点策略的数值迭代算法并证明了其收敛 

性，有重要的理论意义，只是在算法的设计和实现 

上，仍要反复求解常微分方程的初值问题．寻求更方 

便更有效的数值算法仍是一个开放问题．本文利用 

小波的多分辨多尺度正交逼近特性及其古老的正交 

逼近思想 ，给出了问题的一种新解法． 

2 问题描述(Problem description) 

设对策过程的状态方程及局中人 尸．和尸2的代 

价目标泛函分别为： 

(z)=A( ) ( )+B( )u( )+c(t) ( )， 

‘∈[0， ]，x(0)= 0， (1) 

)={ ( )Q ( )+ [xT m+ 
R11(t)u+ R-2(‘) ]dt， (2) 

，2(u， )={ ( )Q矿 ( )+{J [TQ (t) + 
u R21(‘)Ⅱ+ TR ( )口]d‘． (3) 

其中 (‘)∈皿 ，u(t)∈Ⅱ ，， (t)∈ ，(Ⅱ( )， 

(t))∈r{×rlC n1×n2分别为局中人尸l和P2 

的控制策略， 
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n1={u(f)l I u ( )dt<+∞}， 
U 

r￡ 

n2={ ( )l l 口 ( )dt<+∞}． 
U 

rf和 分别为 P1和 P2允许策略集 Qf( )≥0， 

( )>0， (f)≥0，i≠ ，A( )， ( )，C( )，Q 

为适当维数的矩阵 

该两人非零和Nash对策J可题为：局中人 和 

P2力 图寻求一 个允 许 策 略对 (̈( )， ( ))∈ 

， 使双方达到各自的最优策略，亦即寻求 

(u ， )，使 

Jl(u ， )≤ Jl(u， )，V u∈ r￡， (4) 

J2(u ， )≤ J2(u ， )，V ∈ ． (5) 

满足式(4)和式(5)的策略对 ( ( )， ( ))称为 

Nash策略 u ( )， ( )分别称为P1和P2的最优 

策略 

3 Nash策略的小波分析法(Analysis method 

for Nash strategy via wavelet) 

本文的分析主要 I Daubechies基于多分辨思 

想构造的紧支撑正交小波基作为基函数 设 ( ) 

为尺度函数， ( )为相应 Daubechies小渡函数， 

(f)=2izz"q．,(2Jr— )． ( )( )为小渡基函数， 

= 2 ，c=[c】 2 ⋯ ] ， 为小波基的m 

阶正向积分矩阵， (⋯ )为 ( )( )的乘积运算 

矩阵，即： 

( )(f)= 

[ (f)， (f)， 1，o( )， 1．1( )，⋯ 

gts o(f)，奶 】( )，⋯， 2 一1( ) ，(6) 

r{ l ( )dx=G(⋯ ) ( )( )， (7) 

[ (1) aq(2) ⋯ (m)] f )(f)垒 

( )( ) (11) 

6 ( )垒b~are'( 】(f)，cO~( )垒 ( )(f)， 

( ) ( )=( ) ( )( )， 

将式(1)两边从 0到 积分，并将各展开式代人，利 

= { 一[(G D )0厶]A(D0厶) ‘， 

Hl={，舢一[(G )0厶]j(D 0 L){ x 

[(G )D )0 ， ] (D 0 
．

)， (15) 

H2=I，眦一[(G )0厶]矗(D 0厶) × 

[( )D )0 ]e(D 0■)， (16) 

=  =[三]， = =[ ]，矿= =[ ]， 
a／,-~ )( ) i )( )c=M(⋯ ) ( )( ) (8) 

由xre"( )的正交性，对任意的，( )∈L [0， ，其 

在 J级尺度空间的小渡级数为： ； 

J．I 一l 

)=伽(f)+∑∑丘 ( )垒 

[町( )]"tri~ 1( ) (9) 

其中系数行向量[wf(t)]=凡 =[ ⋯ ] 

可由离散小波的塔式快速分解算法得到l5J．关于运 

算矩阵 G(⋯ )和 (⋯ )的构造及该类小波基的逼 

近特性等详细论述参见文献[6] 将式(1)～(3)中出 

现的各函数展开为形式(9)的小波级数，即： 

㈣ 【
u( )垒 ( )( )，口( )垒 ( )( )，⋯ 

Aj= 

lD 

A2D 

。ll( ) 

。殂( ) 

j 

其它记号如 ： ， ，e，茸，弓的意义类似．式 
(13)非常简单地沟通了状态与控制之问的关系．同 

理可将局中人 Pl和 P2的代价目标泛函转换为： 
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， ( ， )=墨0+ 】+V 置2+{ K3 + 

4 + { 置5 ，i：1，2． (17) 

其中 

Kio= ．n0T( 0 ，n) Q ( 0 厶)Ho， 

K1=HT( 0 ) Q ( 0厶) ， 

K2：明(E 0 ) Q (E 0 ) ， 

K3=研( 。 ) Q ( 。 )H1+ m 

Ki4=HT( ．0，n) Q (E 0， )H2， 

Ki5= ( 0 ，n) Q (E 0 L) +二 m 

i= 1，2， 

E =[0 ⋯ 0 1]1⋯ 

“0”为矩阵的 Kronecker积． 

这样 Nash策略问题就转化为无约束代数优化 

问题，即寻求 ( ， )使： 

l( ， )≤，l( ， )，V ， (18) 

，2( ，v )≤)2( ， )，V ． (19) 

因此有如下结论： 

定理 设矩阵 ”一K14 如 和 如 一 

如 K51K】4可逆．则问题(1)～问题(3)的Nash最优 

策略及其相应的最优状态的小波逼近解为： 

’ ㈣  【 
( )：ve ( ) fm1(r)， ⋯ 

( )=vex一‘( ) ( 】(f)． (21) 

其中Vex 表示向量的逆行拉直．而 

= 一 ( 3一K】 蹋 ) x( 一如 如 )， 

(22) 

= 一 ( 一如K{3~Kl4) x(K 一以 Kl1)， 

(23) 

X ：H0+HlU + ． (24) 

证 因为Kl3>0，如 >0， T3=KI3，砖 = 
， 且 

： +霸 + ， 

J2 
K 13 刈 ’ 

(25) 

(26) 

所以) ( ， )关于 是严格凸的，j ( ， )关于 

是严格凸的．因此根据文献[7]，在假设条件下，令 

式(24)为零可得代数 Nash问题的最优策略及其相 

应的最优状态 ： 

= 一 (K3一 ) (K1一K4 L2)， 

= 一 (L5一 j时 K4)-1(L2一日 K】)， 

X = Ho+ HlU + ． 

证毕 ． 

附注 定理 中用到的假设条件“矩阵 一 

‘踞和L5一日 i K4可逆”，是与文献[6]中定 

理 6．A_2的假设条件相对应的，因此是一般的． 

4 举例分析(Example analysis) 

考虑如下单变量线性时变系统及 目标泛函： 

ft ： =“‘ ) u ) 2 ‘ )， (27) 【 (
0)=1，0≤ ≤ 1， 

J1( ， )： r[ (f)+ (f)+4 (r)]dr， 

(28) 

J2( )={ 2 c)+ )+ c)] 
(29) 

问题是在约束式(27)下求策略对 (u ( )， (f)) 

使式(4)和式(5)成立．利用文献[6]中的最小最大原 

理可得 ： 

u ( )=一P(r) (r)， ( )=一2k( ) ( )． 

(30) 

其中P( )，k( )和 ( )分别满足： 

』 ．+
、 

p 一P 一 P 。’

(31 t 
p(1)=0， 

f l+、。船一 一p 。’ (32) Ik(
1)=0， 

f ： 一p‘ )一4 ‘ ， (33) 【t (0)
= 1． 

现采用 Daubechies的Daub4小波，取 m：16，按前面 

所述方法利用式(20)一(24)，用 Matlab语言编程计 

算可得 ： 

(r)=ve ( ) ( 1(f)， 

(f)=ve 一 ( ) f 】(f)， 

( )=ve 一 ( ) f ( )． 

图 1一图3分别给出了它们的对比曲线图． 
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1 ‘(，)(实线)与 ’(O(虚线)的对比 

Fig l Comparision between M‘(0 and口’(0 
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v‘(，)(实线j与 ，)(虚线j的对比 

Comparision between ’(0 and (0 

3 ’(，)(实线)与j’(0(虚线)的对比 

Fig 3 Comparision between (，)and (f) 

5 结论(Conclusion) 

本文利用小波讨论了一类 Nash策略的计算方 

法，并为文献中的混合 H2／H 鲁棒控制问题提供了 

新的数值解法．它不仅具有传统逼近方法的优点，而 

且离散小波的快速算法使人们很容易得到小波展开 

式的系数；同时小波基的多分辨特性还能使我们在 

不同的局部区域选择不同的分辨度，对改变局部区 

域的控制效果起到了积极的作用．余下的问题是：这 

种用有限逼近无限的做法的数学合理性怎样，也即 

逼近解是否均方收敛于精确解?关于这点将另文论 

述，结果表明小波基的优良逼近特性保证了逼近解 

均方收敛于精确解． 
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