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一 类多变量线性系统的极小能控制的样条函数解法 

张新建 卢世荣 
(国防科技太学理学院数学系。长抄，410073) 

摘要：考察由一类微分算子阵描述的多变量线性系统的极小能最优控制间题 建立了这类极小能最优控制与 

向量值 Lg样条函数的对应关系，给出了求解最优解的简洁的递推公式．并进行了实例计算 
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l 问题的提出(Problem statement) 

许多最优化问题都是在一定的约束条件下求某 

个指标泛函的极小，若该指标泛函的极小问题能刻 

划成某赋泛空间中的极小范数问题，则该极小问题 

的懈就可能是相应的赋泛空间中的某类广义样条函 

数 基于这种联系，已有许多文献【 用样条函数方 

法研究某些最优控制问题，使这些最优控制问题在 

概念上更加清晰、计算上更加简单． 

本文作者之一发展了微分算子样条函数的递推 

技术．并成功地将这一递推技术用于单输入 单输出 

线性系统的极小能控制的求解L6．7 J作为这一工作 

的继续，本文考虑由一类微分算子阵决定的多输入． 

多输出线性系统的极小能控制的样条函数求解方法． 
rr 

设 ={，(f)，f∈[0，T]：f“)a．e．存在，且1 
U 

l，t”l <*J为[O， ]上的实值函数空间，n1，n2， 
⋯

， 为P个正整数，H是[0，T]上P维列向量函数 

f=(̂ ，⋯， ) 构成的空间，其中 ∈巩 (1≤ ≤ 

P)，即 H=巩
．

× ×⋯ ×以 ．设 ，J为P×P阶常 

微分算子阵，其元素为 

’ 

= ∑n ，，(f)D ，1≤i， ≤P 
f：0 
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其中 D= ，且假设 n ， = ，考虑由常微分方 

程组 

)=Ⅱ(f) (1) 

确定的时变线性系统，其中 厂(I)∈ H．若取状态变 

量 =(̂，，l{”，⋯．̂ ，⋯， ， ”，⋯， -1 ) ， 
则式(1)可写成等价形式 

A‘ ‘ ) ( )， (2) 

厂(f)=Ca(f)． ⋯ 

其中 

B=blockdiag[(0，⋯，0，1) ，嘶×1]． 

n×P阶分块对角阵， 

C=blockdiag[(1，⋯，O，0)，1×嘶]． 

P×n阶分块对角阵， 

A=block[A ̂  ]，n×n阶分块矩阵， 

。]， 
](f≠ 

o  
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设 as(j=1，2，⋯，N，N≥ n)是 日上一组线性 

无关的泛函， ( =1，2，⋯，Jv)是一组实数 我们的 

问题是求解极小能控制 (f)及最佳轨迹f ( )使 

满足线性系统(2)(或(1))及约束条件 = ，1≤ 

J≤ N，也即 

r ，r ， J
。(u ) u =J。( ) (Lf )= 0 J。( ( · 

(3) 

其中 (r)：ff∈ ：2jf= ，1≤ ≤ N{． 

2 向量值 Lg样条(V唧)r．va1ued Lg splines) 

定义 向量值函数 s(f)∈日称为关于{ } 

插值于t rs1 的向量值 Lg样条函数，如果 

r r J
。
(厶) (厶)= ( ) ( )， ∈u(r)· 

(4) 

因此，满足式(3)的最优解f (￡)就是向量值 Lg 

样条函数，即， ( )=s(f)．从而我们可以借助于样 

条的理论来研究f ( )及 u ( )的性质与计算． 

首先我们给出向量值 样条的一些已知结果， 

其证明可见文[8]． 

引理 1 微分算子阵 的核 ( )是 日的n维 

子空间． 

定理 1 当t } 是 日上的连续泛函时，f ( ) 

总是存在的；当{ } 中有 n个，不妨设是{ ，1f在 

Ⅳ(￡)上线性无关时，最优解f (f)是唯一的． 

以下我们假定定理 1的条件恒成立． 

引理 2 日在内积 

(．厂，g) =∑( ，)( )+ (Lf) ( )(5) 
l=I u 

下为I-Iilbert空问，且有直和分解 ft=N(L)0 ， 

1={f∈日：V =0，1≤J≤nt．设l I 在日中 

的表示为t hj}，，S是由t hj} 生成的日的子空问． 

定理 2 ，‘( )是 U(r)中任意元素在 s上的 

正交投影 ，从而有 

， ( )=F ( )R～r． (6) 

其中 (f)=(hl，h2，⋯，h )，r=(rl， 2，⋯， ) ， 

R为_~阶对称矩阵 其元素为(̂ ，̂ )Ⅳ． 

定理3 设 { ( ){ 是Jv( )的对偶于{2,j} 的 

基底，即 

= 0，2,iz／=屯，1≤i，J≤n． (7) 

再设 G(f，r)为 关于{ } 的格林函数．即 G是 

P P阶函数矩阵，且 

L( )G( ，r)= (r一 j， 

，( )G( ，r)=0，1≤ ≤ n． (8) 

其中厶为p阶单位矩阵 =(O，0，⋯，0)(P维向量) 

则 ~lbert空何 具有再生核 

K(t，r)=∑哥( ) (r)+ G(f， )G (r， )d 

(9) 

利用再生核即可求得 

)( ≤Ⅳ)，
(1o) 【

z (f)= ( )(1≤J≤ n)． ⋯ 

3 最优解的递推公式(Recursive formula for 

optimal solu~on) 

在上节的基础上，通过对 {■} 进行施密特标 

准正交化，可类似于文[6～8]得到计算最优解 

u ( )，l厂 ( )的递推公式． 

第 1步 取 ĉ=： (1≤ ≤ n)，计算 

d +1
． 
= +1h (1≤ ≤ n)， 

A+1( )=[ ( )G(r， ) 

+1 = [ f )( ( ) (r， )) 一∑a2 +l 
i=】 

( )=d ：1[( ̈ ( ) (r，f)) 一∑‰lll ( )】． 

第2步 对于 =n+2，n+3，⋯，Jv，循环递 

推计算 

=  

J
h ，1≤ ≤ n， 

= )( ( ) (r，f)) 一∑。 】， 
=1 

n + 1≤ i≤ 一 1， 

J—I 

( )=[‰)G(r， )] 一∑ (f) 

畸：【 ( )( ( ) ( ， ))，一∑j-t 】 ／2
， 

(f)=ds- [(‰) ( )) 一∑ (f)】． 

第 3步 取 ；= (̂1≤ i≤ )，对于 +1≤ 

≤Jv递推地计算 
一 1 

=  [0一∑咿 ]． 
|：I 

第 4步 得极小能最优控制 ( )及最佳轨 

迹 ，‘(f)分别为 

u ( )=∑0d (f)，f (f)=∑ ( ) 
}1 』=1 

(11) 

下面我们给出由系统(2)出发求定理 3中的对 
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，(f，r)=Z( )Z (r)，即 F(f，r)为 J4(c)的状态 

)=CF( ，0) (0)+I CF(f，r)Bu(r)dr． 

： [( lCF( ，0)) ，⋯，(A．CF(f，0)) ] ， 

(Zl(f)，⋯，z ( ))=CF( ，0)M。为 (L) 

g(1，r)=CF(1，r)B(f—r) ， 

A(r)B=( tg( ，r)，。_。， g( ，r)) ， 

则 G(1，r)=g(c，r)一( I(f)，⋯，z (c))A(r)B就 

由定理 4，5和式(9)即可求得再生棱 K( ，r)． 

4 举例(Example) 

对于0≤ ≤ 1，设有系统 

D -4

一

D + -

+

2

D 2 D 1]【 ：；]=【 0．2 ： 】， 一 +“ ( )J ‘ (f J 

1̂，=^(0)， 2，=^“ (0)， l厂=f2(o)， 

4̂，：2̂({)一̂㈨( )一 ({)， ：̂(I)． 

小能控制 (f)及最佳轨迹f (f)．将系统写成状 

(f)=(̂(f)，̂( (f)，正( )) ， 

f(f)= (̂ (1)，，2( )) ， 

A = 删，c-㈣． 
=  2卜 Il 

E(1)=Et(1)+E2(c)+E3(c)， 

P(f)=(E1( )，E2(f)，E3(f))， 

(： ：-。2 ， 

(吉1： 1号0 ， ＼ 一 
玎“ =( ： 
G(f，r)=[Z2(f—r) Z3(f—r)](f—r) ． 

代人式(9)可求得再生核 K(“r)．以下由递推公式 

求 ( )，f ( )． 

第 1步 令 ( )=z c(c)(1≤ i≤3)，求得 

t：2e{， 2：一e{， 3：一e{， 

^(f)：一 一t(1，1)，( 1
一 f) ，cfi： 一I． 

再记 口(f)=(1，e ，e2 ，O-t) ，则有 

(f)= 

3_(1 2( e 01Q(f)， √ 
一 L 3(I一 )( 一。{) 0 0J 

C ) 

(__ ，， 
l 

f < ． 

d5 I 2(e一1)，0~5．2=1一e，d5．3 2一e， 

5． ：( 一1){(3—4 {+矗)， 

且求得 

= 忐 -3e~ l( Ii 
i 

c 

+ l2(+e{)一3e2 ’e ‘ 

= ( ： I ) I 
： 10+15ez+24e{一6e{一36e—e3． 

记 R(f)：(1， ，e ，e ，e )，由再生核算得 

( 5( )K(r，f)) = ‘ 

f 一se{ 坷 一号e吉e ． 
1l2—10e 5 7e一10 0 2e J 
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5̂( )． 

第 3步 取 = (1≤ i≤3)，由公式得到 

；4= r4一e2t(2r1一r2一i-3)]， 

5= dg 【2(3 一2e一1)r1+(2e+1—3 )／'2+(e+ 

2—3。{) +(3+ —4矗)，4+(e一1) 5]． 

第 4步 将上述结果代人公式(11)即得最优解 

H ( )．f (t)． 

根据本文的算法，我们编制了计算机程序，对该 

法进行实际的计算，从所得的曲线来看，算法是稳定 

可靠的．结果见图1所示． 

一

1 0 

I 蛀优拄制与蛀佳轨道曲线 

Fig 1 The optimal control and optimal trace curve 

5 结束语(Conclusion) 

本文所讨论的最优控制问题若用经典的极大值 

原理求解是很麻烦的，用样条的投影方法使理论得 

以简化，且可以得到整体解析解 只要求得再生核 

后，递推公式中除了泛函赋值运算外，投有微积分及 

矩阵求逆等复杂运算，易在计算机上实现；rl(1≤ 

≤ )是单独计算 的．便 于约束条件 的修改；当 

Ⅳ一n很大时．递推式的优越性更为明显 

最后我们指出，本文所讨论的多变量线性系统 

是一种标准型，文[9]给出了线性系统可变换为这种 

标准型的充分必要条件． 
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