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摘要：基于线性矩阵不等式(I加 )方法，考虑了连续和离散对象的降阶正实控制器设计问题．通过一阶对象的 

分析表明．广义对象阶是最小阶正实控制器阶的可达上界，因此降阶正实控制器的存在性依赖于具体对象参数 给 

出了一个新的降阶正实控制器阶的上界，该上界蕴涵了已有结果 上界的估计是构造性的，可 培出这种降阶正实 

控制器的设计算法 文中给出了简单的算例，说明本文方法的可行性． 
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Al~mct： e pr~lem to design reduced—order posttive real(VR)contmller with order not greater than that of ge~aUzeA 

plants is studied based 0n I~,lI far both colltinuous and discrete time pJants By analyzing【IIe problem far first order plants it is 

illusWat~d that generalized plant order is a【I achievable upper bound of PR controllers with minimal o~ncler for general PR control 

groblem Heace，the existettce of reduced-~clerPR c~ l[ersdepends otl special plaats structure parameters．M oreover，aIlew 

upper bound of order for reduced-order PR c0n 咖le曙 is t~posed，and the bound is not grea~er山an the pre~ious 0．】e．FuOS．er- 

lllC~．a【I algorithm to c0nstra~ 【IIc controllers c a【I be obtained due to【IIe corks~ cti,,,e proofs Simple example is also gi~'en tO 

show the~pmach is practicable 
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1 引言(Introduction) 

考虑 阶广义被控对象 

r A 』B1 B2] 

m l ㈤ L C
2 I D2t 0 J 

其中6在连续和离散情形下分别表示拉氏变换算子 

和Z-变换算子，[ ]：一c( B D， 
∈ ：，y∈R ， ∈盛 ( = )和 u∈ 。分别 

表示广义对象的控制输出、测量、外部输入和控制信 

号，各矩阵具有相容的维数．所谓正实控制问题 

(PR)是指，给定对象(1)，构造内稳的控制器，使得 

闭环系统为扩展严正实 的(extended stricdy positive 

realness，简称 ESPR) 0J．假定：A1)(A，B2，c2)为 

可稳可控对． 

近年来，在时域中研究 PRC问题方法受到重 

视．文[1]基于Riccati不等式(algebraic Riccati in— 

equality，简称ARI)给出了 PRC问题的可解条件，为 

避免求解 ARI的困难，文[1]将 ARI转化为 Riccati 

方程(algebraicRiccati equation，简称 ARE)，给出了阶 

数为广义对象 McMillan阶的正实控制器构造方法． 

由于ARE方法的限制，文[1]对广义对象的限制较 

多 实际上文[1]可解条件的 ARI含不定二次项和 

半正定常数项，可以转化为LMI．文[2]放宽了对广 

义对象的限制，给出了基于 LMI的PRC问题可解条 

件，并研究了降阶控制器的构造问题．对一类被控对 

象，文[2]降阶控制器设计方法退化为全阶控制器的 

平凡情形，具有一定的保守性 

对一般的 PRC问题 ，一个令人感兴趣的问题 

是，是否一定存在阶数小于广义对象阶的降阶控制 
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器．本文在文[2]的基础上，通过一阶对象的分析表 

明，n。是最小阶正实控制器阶的可达上界，降阶正 

实控制器的存在性决定于具体对象的结构和参数． 

基于这一事实，给出了一个基于对象参数的降阶正 

实控制器阶的上界，并将连续情形的部分结果推广 

到离散情形． 

2 基本引理(The basic lernmas) 

引理 1I J 对连续对象(1)，如下陈述等价： 

i)存在正则 PR控制器； 

Ii)存 n( _rank +ra ， 

一 rank[C2 D2【_+rankD2I)的降阶控制器； 

iii)LD≠ ，其中 

：：{(一Y，y)： Y∈ ，y∈ ，[ ≥。)， 
(2) 

：： {X ∈ 丑 ： >0， 

A

⋯

X+)L4 XC T-B t 

， 

(3) 

Lc=={Y∈R ：Y>0， 

【爰] 一E4 +．AT—y 一 r。B。, -+c T ]【爰】一 c。 ． 
(4) 

若 ≠ ，则存在阶数 n ≤rank(X—Y )的 

正则 PR控制器． 

由于 rank(X—Y )≤ n。平凡满足，故当正实 

控制问题可解时，总可以得到 n。阶的控制器．对 D12 

列满列和 D21行满秩的一类广义对象，引理 1之 ii) 

的上界退化为 这一平凡情形． 

引理 2[6】 对离散对象(1)，如下陈述等价： 

i)存在正则PR控制器； 

ii)k ≠ ，其中： 

：  s ∈ ∈ ， 。}' 
(5) 

∈ Ⅷ >o' 一
· 

(6) 

f c 1上 

：：{s∈丑’ ：S>0，l： 1- D 
l 

B

A

T

T S A

一

_

主B sA T。S—B(t- 。C+TD OTt)1J[DcT ]J 。}． 【BTsd—cl B 船l一(1l+ 【 
(7) 

若 L ≠ ，则存在阶数 n ≤rank(R—S )的 

正则 PR控制器 ． 

式(6)与文[6]略有区别，不难验证两者的等 

价性 ． 

3 一阶对象的正实控制问题(1he PRC prob一 

1erI1forfirst order plants) 

由引理 1可得静态正实控制器的存在条件： 

推论1 对连续对象(1)，如下陈述等价： 

i)存在静态的正则 ：控制器； 

n)存在 >0，使得 』Y∈ ， ∈ Lc 

当 ‰ =1时，连续广义对象(1)中各矩阵均为 

标量，则集合(3)和(4)退化为： 

LB=tX >0：△【lX+△12<0}， (8) 

厶!={Y>0：z52~Y+△越(0i， (9) 

△ 1．一『‘ n c )Dn B (B1Dn-B D-1 ] i
△2I△笠J 一I(ADz—BIc~)azf (c【如 一C2D“)J 

根据式(8)和式(9)非空的各种情形，由引理 1及推 

论 1可以验证如下结论成立： 

定理 1 对一阶连续对象，存在一阶正则 PR控 

制器但不存在静态控制器，当且仅当 

△“<0，△ 2>0，△l1△2I≤△21Z~t2． (10) 

定理 1表明，虽小阶的正实控制器的阶可达到 

n ．如广义对象 A： =Dl】：2，Bl：B2=cl： 

Du=1，D2l：3，由引理 1及推论 1可验证其正实 

控制问题可解(即存在一阶正实控制器)，但不存在 

静态正实的控制器，根据定理 1可得相同结论． 

对一阶离散对象，式(6)和(7)分别具有式(8)和 

(9)的形式，仅其参数定义不同，即在离散情形下有： 

f△11△121 

△ J 

f(aoⅡ一B2C1)。一巩 2(B1B2Dn一碣D11)1 

【(AD21一Blc2) 一 2(c1c2D2l一 D11)J 

故定理 1可推广到离散情形．因此，对一般的正 

实控制问题， 是虽小阶正实控制器 阶的可达 

上界． 

D  

一 D 

删州 R C 尺B 一 一 
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4 降阶控制器的设计：连续情形(r~ign re． 

duced-order controllers for continuous—time 

case) 

记 

I E ：= 

。--一 一 
。 ． 

显然 血，≤ ，进行奇异值分解，= 【 ， 
= 【 XU,其 眺 

则集合(3)中的L／v~[等价于： 

m  )+Q ⋯ 
其中sym(E，X，F)：=EXF+(EXF) ．容易验证： 

定理 2 如下陈述是等价的： 

i)正实控制问题可解； 

ii) 口≠ 0，其中： 

。 ： ：{t ，y ： ∈一LB,Iz∈k，[ ]≥。)， 
(12) 

L ：={ ：X >0，XI】， n满足 LMI(11)j． (13) 

类似于文[4]引理3的思路，可以证明： 

引理 3 V( ，】，)∈ D，j贾，使得： 

( ，Y)∈ 口，Ⅲ k( —U 】，一 U)≤rank F． 

证记z：f z 121：： — y一- ≥o，zl L 2 Z J ‘ 
Z按 进行分块．令 

：=如一z + ，豆：=【 笔】． 
(14) 

其中z^表示 Z1t的 Moore—Penmse逆．可以验证上 

式定义的 可使得结论成立． 

结合定理2即得本部分的一个主要结论： 

定理 3 对连续对象(1)，若正实控制问题可 

解，则存在一个 ≤RankF的降阶控制器 

定理3给出了降阶控制器的构造算法：求出式 

(12)中3LMI的任意一对可行解 ( ，】，)；由式(14) 

构造( ，r)∈L ；由(噼 矿，】，)∈ 构造阶数为 

rank(晴 一】， )≤rankF的降阶控制器的方法是 

标准的，可参考文f3，5]给出．限于篇幅，略． 

对 E进行奇异值分解 ，沿定理 3思路可证明存 

在 n。≤ r~nkE的降阶控制器．对偶的，考虑(4)中 

uⅢ，可得到平行的结果．综上所述，即得本节主要 

结论 ： 

定理 4 对连续对象(1)，如下陈述等价： 

i)正实控制问题可解； 

ii)存在 ≤ PRc的降阶PR控制器，其中 

：= 耐 n( 【 】 ， 【 r【 
”mt[ 】 [：T]，ran 【 [ ])． 

(15) 

对引理 1和定理 4给出的降阶控制器，可以证 

明如下关系： 

命题 1 如下秩等式成立： 

rant ⋯  ⋯ ％  

”mt[ 】 [ ]： 一ran 【 ]+ran 。 
证 通过一个适当的输入变换，总可使 B2列满 

秩，故不失一般性，可设 B2列满秩(无冗余执行机 

构)．则存在非奇异矩阵 r和 g／，使得 TB2 ： 

[， 0 进行状态变换 = 和输入变换“=髓 ， 

则广义对象(1)的一个等价实现中 B2= TB2 = 

[』 0 故可设 B2=[， O] ，经直接计算可证第 
一

个秩等式成立．同理可证第二个等式成立，略． 

证毕 ． 

因此，定理4给出的降阶正实控制器阶的上界 

蕴涵了引理 l的结果 ．可给出一个简单的例子予 以 

说明 

例广义对象为A：【 一0，]，[B B：]： 

[ ，【：：】=【 ⋯ ，。。 =。。：：。 = ．由弓， 
理 l可验证正实控制问题可解，但不能得到降阶正 

实控 因 ：[： 0]的秩 故 
本方法可以得到 1阶的降阶控制器 

5 降阶控制器的设计：离散情形(Design re． 

duced-order controllers for discrete-time case) 

连续情形降阶控制器设计的结果部分可推广到 

离散情形： 
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定理 5 对离散对象(1)，如下陈述等价 

i)正实控制问题可解； 

ii)存在阶数 

n 

～  

的降阶正实控制器． 

证 参照定理3和文[4]，不难给出证明，略． 

另外，可以证明命题 1在离散情形下保持，故定 

理 5也可改写为引理 1的等价形式 

6 结论(Conclusion) 

降阶 PR控制器设计问题，在理论和应用上都 

具有重要的意义．本文通过一阶对象 PR控制问题 

的分析表明，广义对象阶是最小阶 PR控制器阶的 

可达上界．因此，不超过广义对象阶的降阶PR控制 

器的构造，依赖于广义对象的结构参数．文中给出了 

一 个新的降阶正实控制器阶的上界，与已有结果相 

比，该上界较少保守性．证明是构造性的，可以得到 

这种降阶控制器的设计算法 另外，连续对象降阶正 

实控制器设计的部分结果，也可推广到离散情形 
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