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线性时变二次微分对策 Nash策略的小波分析法(Ⅱ) 
— — 小波逼近解的收敛性 
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(1广东工业大学竖济营理学院·广州．510080；2 华东型3-大学自动控制系·上海，2O0237) 

摘要：研究小渡逼近分析方法的收敛性问题，甜线性时变二次微分对策Nash策略情形，证明丁Nash策略的小 

波逼近解收敛于精确解 ．基于小渡逼近的多尺度多分辨特性 ．给出了误差估计的阶敦 
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Variant Quadratic Differential Game via Wavelets(II) 
-- Convergence of the W avelet Approximation Solution 
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A】吲rad：Trds paPer smdies the cofix,elgetlce problem of the wavelet apploximafion analysis method For Nash衄 证 of 

tk~ear dm  variant quadratic differential game．we prove that d wavelet approxtmafion sotu~on of Nash swatch'coa~rge to the 

acetllat~mlution．The order of error estimation is g en based on the multi-scale malti-r~solution  approximation feature of 

wavelets 
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1 引言(Introduction) 

小波逼近分析方法是一种用有限来逼近无限的 

近似方法，其基本思想是：在所考察的问题的求解或 

计算中(如算术运算和积分运算等)，用函数的有限 

小波级数代替函数本身，利用小波基函数运算矩阵 

特性进行化简运算，将原问题转变为关于小波级数 

系数的代数问题从而便于求勰和计算_1 J．作为一种 

近似方法，当用函数的有限小波级数去参与算术运 

算和积分运算等运算时，应当给出这种做法合理性 

的解释，即它是何种意义下的近似?用这样的近似 

方法获得的逼近解是否收敛于原来的真解?本文将 

对这些问题进行研究． 

2 问题描述及一些准备工作(Problem de— 

SCTiption and some preparation work) 

考察如下线性时变系统 J： 

ft( )： z( )， (I)， ( ))， ⋯ 

I (0)=新1， ∈ 【0， ，J， 

， ( ， )=gf( ( ))+J -／g ( ， ，v)dt， (2) 
f( ，u， )=A(t) +B( ) +C(f) ， (3) 

q ( ( ))：{XT( )Q (0)， (4) 

g ( ， ， )={[XT Ql(z) +tZTR 1( ) + 

T尺n(I) ]， =l，2． (5) 

其中， ( )是关于 c的连续可导函数； (f)和 (c) 

是[0， 上的平方可积函数；J1和J2分别为两局中 

人 P【和 P2的性能指标，Q1f和Q 为n维半正定常 

数方阵； ( )≥0，矗 ( )>0，i=l，2，RI2( )≥0， 

R2l( )≥0以及A( )，B( )，c( )为适当维数的函 

数矩阵，它们的元素都是阿区间 0，tf]上的连续 

函数． 

由假设易证存在常数 L1，L2和 使下面的条 

件 C成 立： 
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条件 c 1)l厂( ，u， )是变量 ，r2,和 的连续 

有界函数． 

2)函数厂关于变量 ，u和 满足Lipschtiz条件： 

l l厂( ， l，"】)一厂(Y，r2,2，"2) ≤ 

】 —Y ll + uI—u2 l =Br】+ll口I一 2 l ]， 

V( ，r2,】， 2)，( ，r2,2， 2)． (6) 

3)函数 g ( ，r2,，f3)关于变量 ，r2,和 满足Lip— 

schtiz条件： 

II ( ，r2,1， 1)一gi(y， 2， 2) ≤ 

[II 一Y +II u】一u2II琏，-+ 】一 2II Mr2]， 

i：1，2． (7) 

4)函数 q ( )关于变量 满足 Lipschtiz条件： 

qi( (廿))一qi(y( ))ll≤ 

c}l ( ，)一Y(tf) PL"，i=1，2． (8) 

记 

n1={u( )l l u (z)dt<+∞l， 

n2={ (z)l I 口 ( )dt<+∞l； 

五I={U=[u】 ··· ]∈醢r1 且 

∑( ) < }， 
m — l 

五2={V=[V1 ··· ]∈R 且 

∑( ) <m}． 
m ．一l 

由文献[2]，求Nash最优策略问题为： 

问题(P)：寻求 (“ ， )及 使 

，1(u ， )≤ ^(u， )，V u∈／- (9) 

J2(u ，" )≤ J2(u ，口)，V口∈／-{， (1O) 

= 厂( ，u ， )， (0)= o． (11) 

问题(P)用小波逼近求解的逼近问题为： 

问题(p )：寻求矩阵 u ∈五I和 V ∈n2以 

及 ∈B⋯ 使 

7。(U ，V )≤71(u，V )，V U∈而1， (12) 

72(U ，V )≤72(U ， )，V V∈而2， (13) 

= ％ + 1 +H2 ． (14) 

符号贾，一U，一V，Ho，H。，H2的意义参见文献[1]称问 

题( )为问题(P)的 m阶逼近问题 目的是通过求 

解问 题 (p )得 到 矩 阵 U ，V ，X ，然 后 用 

f )(r)，V ( )(f)和 Y ( )(f)来分别近 

似 (t)， (t)和 (t)，并希望能证明 

u ( )(t)一H ( )Il 一0， 

ll ( )(f)一 (￡)II，一 0，m— m， 
2 

II X ( )(t)一 (t) 0． 一0，m— m． 

引理 1 设 l(t)， 2(f)∈nl； l(t)。"2(￡)∈ 

n2； ( )与 Y(t)是分别对应于 u1，"1与 2， 2的初 

值问题(1)的解，则 

1)存在与 M1，"1和 2， 2无关的常数 C1>0， 

使得 

f)一 (￡)II ≤ 

C1[II u。一u2 II +Il 1一 2 lf ]； 
】 。2 

2) 

l̂ (“1， 1)一Ji( 2， 2)l_ 

0(11 u1一 ll +11 I一晚ll )，i=1，2． 
】 2 

fl5) 

证 参见文献[3]引理3．3和引理3．4的证明 

及文献[4]，此处略． 

引理 2 设 (t)为系统： 

f ( )= (t) (f)+h( )， 

【 ∈[0，“]， (0)= 0 

的精确解， ( )，h(￡)∈c [n，b]，n (z)∈C[Ⅱ。b] 

可导且 l ( )l≤M，M为一常数， 是矩阵方程 

= 凰+√ [ ( )] c(⋯)+ 
[ (z)]cf⋯ 1 

的解，则： 

II肿 ( )(￡)一 (f)ll￡ =0(m )． 

证 引理 2中的有关符号说明及证明参见文献 

[3]中定理2．3及其证明，此处略． 

引理 3 设 U：[U。 ⋯ ]∈而1， = 

[H ⋯ ]∈ 2以及 =[ 1 ···k ]∈ 

～
． 

：  ， ：  和 ： 满足下列方程： 

： ％ +H1 +H2 ， (16) 

则存在函数 (f)∈ ， (f)∈ 和 ( )∈ 

c [0，卸]使得 

f I ( )(f)一u(f) 一 0， 

{0 tNQ )(f)一 (f)I 一0，m—m， 

【max ll ( )(f)一 (f)lI 一0，m— m， 
u《 ‘《 

(17) 

且 (￡)， (t)和 (t)满足微分方程(1)． 

证 设 = [utj “ ⋯ “ ． ] ， = 
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[ 1J l12j' ⋯ JIT, ：1，2，⋯，m．因为U∈面1， 

ri m  

所以∑∑u2 < ，故存在{u {的子列(为叙述方 

便，设此子列即为t u })使 

lim∑u2 <∞，i：1，2，⋯，T1, 

由于 } ( )(t)}是规范正交基函数，故由文献[4j 

的引理 3．1可知，存在 Ui( )∈￡ [o， 使得{u l 

= 1，2，⋯，ml是 u (t)关于小波基函数{ ( )} 

的展开系数，且满足封闭性公式 ．因此 

l_∑u (f)一u ( )ll￡ 一o(m— )， 
J 1 

i= 1，2，‘一，r1． 

令 “( )：[“【( ) 2( ) ⋯ “ ( )] ，则 (t)∈ 

[0， ，_，且 

证 设与 U和 对应的式(14)的解为 ，Y，与 

Ugr( )( )，口(z)对应 的式 (1)的解 为 i】( )；与 

u( )，憎 ( )( )对应的式(1)的解为 i2(t)．因为 

l，1(U，V)一J1(Ugt( ( )， ( ))l≤ 

『q1( )一qI(i1( ))『+ 

， 、 

。 gt( ，D )一 

r c 

g1(i1， ( )( )，v)ch 1． (21) 

由条件C之4)可得 

I qt( )一qt(i1( ))I≤岛1 II‰ 一iI( )I1 

由引理4可知，当 m— 时有 

max 1I < )(t)一i1(t)II 一 0． (22) 

所以当 m一 时有 

I叮1(‰)～gl( I( ))l≤L3】II — l( )II 一O． 

(23) 

Ij呻 ( J(f)一“( )!j，一O(m— )． 又由条件C之3)可得 

同理存在 ( )： [ 1( ) 2( ) ⋯ ( ) 7T∈ 

[o ]使 

lI憎 ( )(￡)一 ( )II，一O(m— )．(18) 

设与 u(t)， ( )和 Ugh( )( )， ( )( )相对 

应的初值问题(1)的解分别为 ( )和 (t)．由引 

理 1可知 

rl3~tx ll ( )～i(f)0 ≤ 

M1【l u(t)一 < )(t)【l￡：+ 

M2 II (f)一憎 ( )(f)II 

又由引理 2可知 

ll (m)( )一 (f) 一 O(m一 ) 

所以 

0 c )( )一 (f)II ≤ 

I1 ( )(f)一 ( )II + II露( )一 ( )II ≤ 

o(1)+M1 II“( )一 【 )(f) 

M2 II (f)一憎 ( )(t)Il ． 
2 

再由式(17)和(18)即得结论． 证毕． 

l理 4 在引理 3的假定下 ，有： 

lim I，1(u， )一，1(呻 ( )(f)， ( ))【_0， 

[19) 

lira l，2(U，V)一J1(̈(f)，憎 ( )(f))l=0． 

(2o) 

I 

f g-( ，口 )一 

J (i1，Ugh(m)( )，口)dr I≤ 

j gl(肿f )( )，Ugh( )( )，Ieg~( )( ))一 
g1(i1，Ugh( )(￡)， )I dt≤ 

盟 ，II肿 (m)( )一i1(f)11 R ]+ 

L21j II憎(m)( )一 (z)II df_ 
由式(22)及 

II憎 ( )(f)一 ( )II 一 0(m— )， 

可得 

1=0 (24) 

综合式(21)～(24)可知式(19)成立．同理可证式 

(2o)也成立 证毕 

3 主要结果(Main result) 

定理 1 在系统(1)及性能指标(2)的假定下， 

若问题 (P)存在 唯一 Nash最优解策略 (u ( )， 

( ))，其对应的最优状态轨线 为 (t)；问题 

( )存在唯一 Nash最优解策略 (U V )，其对 

应的最优状态矩阵为 ．则： 

1) 

』 枷  ， = ’‘ ‘ (25) 
l lira，2(U ，V’)：J2( (f)，“ ( ))， 
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。 
( )( )一 (f)ll 一o(m一 ∞)， 

(26) 

ll ( )( )一Ⅱ (r)ff —0( — o。)， (277 
l 

V ( )( )一口 ( ) 一 0(m一 *) (28) 

2)若 u ( )和 ( )具有有界的导数，则： 

I J1( ， )一J1(Ⅱ (f)，口 ( ))l=o(r几 )， 

(29) 

l̂ ( ， )一J2(u (f)，口 ( ))l=o(r几 )． 

(30) 

证 先证明 1)，因为 

JI(u ， )一J1(Ⅱ ( )， (f))≤ 

_It([阢 ( )]， )一J1( (f)， ( ))≤n 

(31) 

其中 

口 I = 71([ ( )]， )一 

JI([ ( )] ( )(f)， ( ))+ 

JI([ (f)] )(f)， ( ))一 

Jl( ( )， ( ))． (32) 

由引理 4可知，当 m一 时 

I，l([ (f)]， )一 

J1([ ( )] ( )(f)， (f))l=o(1)． (33) 

由引理 1可知 ： 

l J1([耽 ( )] )(f)， (f))一̂ ( ( )， (f))l= 

0(1l耽 ( )ll ( )( )一 ( )ll )= 
】 

o(1)(r几一 。。)． (34) 

综合式(33)和(34)可得 

=o(1)(r几一 。。)． (35) 

另一方面，由 u ( )的最优性可知： 

JI(u ( )(f)，口 (f))≥ J1(M (f)，口 ( ))， 

所 

了1( ， )一J1( (f)， ( ))= 

，I( ， )一J1(u gt( )(f)， (E))+ 

JI( ( )(f)，口 ( ))一JI(M (f)， (t))≥ 

7．(u ， )一J1(u )(f)， (f))垒 ． 

由引理 4可知 

=。(1)(r几一 。。)． (36) 

由上述推导可知 

n ≥71(u ， )一^( (￡)， ( ))≥ ． 

因此，由式(35)和(36)可得 

liraJ1(u ， )=JI(Ⅱ ( )，口 ( ))． 

同理可得 

llmJ2(U ， )=J2(Ⅱ ( )，口 ( ))． 

因为 ‘∈五1， ∈五2且 ， ， 为逼 

近问题( )的 Nash最优解，所以由引理 3可知，存 

在函数 ( )∈￡ ． ， ( )∈ 和牙( )∈G[O， ]， 

使得当 m一 *时有： 

ll ( )( )一 (f)ll 一o， (37) 
t 

ll IA／,( )(f)一 ( )ll 一O， (38) 

。 
ll肿 (m)(f)一 (f) 一 o- (39) 

下面证 i(f)=Ⅱ (f)， ( )= (f)， ( )= 

(f)． 

由Lipschitz条件可得 

I J1(U ，V )一J1( (t)， ( ))I≤ 

三3I IJ 一哥(々)ll+ 卜 

其中 
rt 

,at=l J ( )( )， )( )， m)(f)]一 
g1(i， ， )ld l≤ 

( )( )一 (f)lfi1-+ 

￡2l _，[1l u ( )(f)一i(f)f1 + 
i 

v ( )(f)一 (f)ll ]． 
2 

由式(37)～(39)可得 

lira 1=0，lira II 一 ( )ll=0， 

所以 

lira7l( ，V )=J1( ( )， (f))． (40) 

由式(25)和(4o)可得 

lira，1(Ⅱ (I)，口 ( ))=J1( (t)， ( ))． 

(41) 

同理可证： 

lira71(M (‘)， (f))=Jl(i(f)， ( ))． 

(42) 

由Nash最优解的唯一性假设可得：i( )=M ( )， 

(t)= (f)从而 j( )= (f)． 

2)设与[贶 ( )]和 对应的式 )的解为 

，与[ (f)] ( ( )， ( )对应的式(1)的 

解为iI (f)；与Ⅱ ( )，[胁 (f)] ( )( )对应的 

式(1)的解为i ( )，则参照引理4的证明，可推得 
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l 7l([Wu (t)]，V )一 

J1([ (f)] ( )(f)， (z))I≤ 

L3l I1 一 (ts)11 + 

L2l'iI 重 (f)一i (f) ]+ 
⋯om~ ·，

11 II 

L21 )(f)一 (f) df_ (43) 

由于 u (f)和 (f)具有有界的导数，故由引理 2 

可得式(43)右边各项均为 0(m )，从而 

I 71([ (f)]，V )一 

Ji([ ( )] ( )(f)， (f))l_ 

0(m ) (44) 

同理可证： 

I，1(『，‘，V )一Jl(U‘ ( )(f)， ( ))I=0(n )． 

(45) 

则由式(31)可知： 

)l(『， ，V )一Jl(u (f)， (t))≤ 

O(m一 )+吖l{[阢 (f)] f )(f)一 ‘( )ll ． 

(46) 

因为 (f)的导数有界，所以 

ll[Wu ( )] ( )(f)一 (f)II f =O(m )， 

故由式(46)可知，存在某正数 o，使得 

，1(『， ，V )一Jl(Ⅱ (t)， (t))≤Ⅱm～． 

(47) 

又因为 

)l(『， ，V )一Jl(u ( )， (t))≥ 

71(U‘，V )一Jl(『， ( )( )， ( ))， 

所以由式(45)可知，存在某正数 6，使得 

，l(『， ，V )一J1(u ( )， (t))≤一bm～． 

(48) 

综合可知 

l，l(『， ，V )一，l(u (f)， ( ))I=O(m一 )． 

同理可证 

I 72(『， ，V )一J2(u‘(t)， (t))1．0(m )． 

证毕． 

定理 l说明，用小渡基函数逼近求解是合理的， 

其逼近解均方收敛于精确解，且逼近误差阶数为 

0(m )，故适当选取 m即可达到精度要求． 
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