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摘要：利用 Lyapunov方法讨论离散滞后广义系统，并给出了设类系统的零解一致稳定区域和渐近稳定区域的 

大小估计 当初始扰动是在稳定区域时，离散滞后广义系统的初始值问题的解一致稳定；当初始扰动是在渐近稳定 

区域时，离散滞后广义系统的初始值问题的解趋于零．所举的仿真例子描述了该方法的应用． 
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1 引言(Introduction) 

稳定性问题是动态系统的基本问题。 ．在实际 

应用中，确定稳定城的大小一直是人们关注的问 

题 ．1974年，广义系统的概念被 Rosenbrock 首次 

提出之后，人们在实际应用中所遇到的许多模型均 

属于广义系统的范畴．例如：电力系统 J，受限机器 

人模型 5．电子网络 6，控制系统【 ，经济系统和一 

些人口增长模型【8 等．因此，广义系统的研究引起 j， 

人们越来越多的关注 尤其是与数字计算机紧密相 

联的离散系统已引起了工程、控制和科学界的重视 

但对稳定性 的研究 只局 限于定性研 究，如文献 

『9～13]等．在实际问题中，时滞的影响是广泛存在 

的，对正常系统，文[14]对二次滞后差分系统的稳定 

性作 j，定量分析，文[15]研究了无穷时滞的差分系 

统的稳定性 但对离散滞后广义系统的稳定性定量 

研究还未见报道 本文首先给出离散滞后广义系统 

的零解稳定性的定义，然后对其稳定性区域进行定 

性和定量分析，着重描述稳定区域的大小使得只要 

初始扰动被限制在这个区域内，所希望的一致稳定 

或一致渐近稳定能保证 ． 

2 记号与定义(Symbols and definitions) 

4 表示矩阵 A的转置．̂(14)表示矩阵 l4的任 

一 个特征值．J l{表示向量 的范数， I = 

{∑ 2 ．,2 ．I1 II表示矩阵E的诱导范数，I E II皇 
i=I 

m ax I L li／I II：( ( E)) ．矩阵 l4的谱 
ii 

范数定义为 f【̂ 皇 f (A A)：{．̂ (·)表示 

对应矩阵的最大特征值． 

考虑带离散滞后的广义系统： 

( +1)=．／ix( )+Bx( —r( ))． (1) 

其中 ， ，口∈靛⋯ 是常数矩阵，rank( )=r< 
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． 乏 表示非负整数集合， ∈ ， ( )： ( + 

s)，s=一h，一^+l，⋯，一l，0，h是某正整数 ，r： 

一  
，0≤ r( )≤ h．系统(1)的初始条件是： 

(ko+5，ko， )= (s)． 

≠：{一h，一h+I，⋯，一1，0}一 ． ⋯ 

令 l ll=sup川 (s) 1． ∈ {～ ，̂一^+l，⋯， 
一 l，0{I，Ŝ(k0，k )是使系统(1)有解的所有相容初 

始函数的全体，D(0， )={ ：{一h，一^+1，一． 
一 l，0I— l ； l<8i， >0． 

定义 1 若 V 0∈ ，V￡>0，总存在与 。无 

关的 d( )>0，使得 ≠∈ 口(0， n ( 。，k̂)， 

系统(1)过初始条件( o， )的解 (h， ， )均满 

足：。l ( ， 0，≠)ll<￡，V ≥ o，则称系统(1)的 

零解为一致稳定的． 

定义 2 若 系统 (1)的零解为一致稳定 的，且 

V 0∈盘+，存在 8o>0，使得 V y>0，存在与 o无 

关的整数 K(y)>0，使得 V≠∈D(0，80)n 。( o， 

ĥ)时，恒有：l (h， 0， )l<y，V k≥ ô+K(y)， 

则称系统(1)的零解为一致渐近稳定的 

定义 3【“ 区域 n： 

n ={ ：；一^，一^+l，⋯ ，一l，0I一 ， 

lira ( ，b， )=0 

称为系统(1)的零解的渐近稳定区域． 

定义 4lt6] 对任意 n x n常数矩阵E，d，矩阵 

对(E，A)称为正则、具有因果关系和渐近稳定的， 

如果det(zE—A)≠0，deg det(zE—A)=rank(E)且 

det(zE—A)=0的所有根位于圃盘 D(0，1)内． 

定义 513 如果degdet(zE—A)：rank( 且 

det(zE—A)=0的所有根的模都小于 1，那么称 A 

为强稳定的． 

3 主要结果(Main results) 

引理1【 矩阵对 ( ，A)正则、具有因果关系 

和渐近稳定的充要条件是广义 Lyapunov方程： 

A HA—E HE ：一E 船  f3) 

对任意给 定对称 的 >0有解 H ≥ 0，满足 

rank(E HE)=rank(E)： 1． 

我们取 

( )= (Ex)=( ) 日( )： 

E HEx( ∈ ，ll l<L) (4) 

作为 Lyapunov函数，且满足：当 Ex=0时，p ( )= 

(Ex)=0；当 ≠0时，V( )=V(Ex)>0．那么 

当 ≠0时，有 

(E HE)ll l ≤ V(x)≤i (ETm )l l。 

(5) 

这里 H是方程(3)的解，j⋯(·)，i～(．)分别是列 

应矩阵的最小、最大正特征值 

我们知道，如果矩阵对(E，A)正则、具有因果 

关系，那么一定存在可逆矩阵卢，0使得卢[E A] 
=fdiag[11 0] diag[Al ]}，其中A1为 】× 1 

阶矩阵，其它各矩阵块分别具有相应的阶数 这时， 

对系统( )若有芦B刁=【： ：：：]，且aet 。， 
则称 B具有逆性质 ． 

引理 2 如果矩阵对 ( ，A)正则、具有因果关 

系，且 日具有逆性质 ，那么当 =0时，必有 =0． 

其中 是系统(1)的解． 

证 由上面的分析，作变换 

)= (~-1x k 

则系统(1)受限等价于如下系统： 

：1( +1)= 

A121( )+B【_。1(k—r(k))+Bni2( 一r( ))， 

0=。2(k)+B2l=1( —r( ))+B22：2( 一r(h)) 

由 Ex=0，知 (̂)=0；再由日具有逆性质，容易得 

到 2(h)=0从而 =0． 

定理 1 如果(￡， )正则、 强稳定、日具有逆 

性质，且满足下面两个条件： 

i)II E l一 (H)l B II>0，这里 。(H)： 

√i⋯(E HE)／~～(E HE)； 

ii)P；  ̂ (E WE)一2,u~o( )l A'rFIB ll一 

。9 (刖 一̂(H)II B l >0． 

其中 = II A II／(1l E ll一9(H)II B 1)，则 

a)系统(1)的零解 ( ， 0， )一致稳定．而且 

系统(1)的零解的一致稳定域为 ={ j当 ．1 

<8( )时，l- (k，ko，≠)ll< ，V ≥ 0j．其中 

8( )= ／ (H) (6) 

b)系统(】)的零解是一致渐近稳定的 一致渐 

近稳定区域 n至少包含球域 ，半径 为： = 

L (肿 ，这里L取使 ll (k， D， ) (L成立的 

最小正数 

证 a)由 (E，A)正则、A的强稳定性和引理 1 

知方程(3)有解，再由引理 2，可选择式(4)的 V( ) 

作为 Lyapunov函数和式(6)的 =a(￡)设 V≠∈ 

D(0， n S ( 0， )(1 l( )，ko∈ 且 (k) 

=  ( ， 0， )，那么，由初始扰动 ( )l< 

d(h0一h≤ ≤ o)，有 

V( ( ))≤j (E HE)l J ll。< 
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(E HE) ， 一h≤k≤ k0 

我们证明，对所有 k≥ k0也成立 

( (k))<i⋯(E )a ， (7) 

暇定式(7)不真，那么存在某整数 ≥ o，使得： 

V(x( ))< (E’ 艇 ) ， o一 ≤ ≤ ， 

且 

( ( +1))≥ 一(E HE)a ． 

由假定，l，( ( )可进一步表示为 

(E HE)II ( )ll ≤ ( ( ))< 

j 一(E HE) ≤ V( ( +1))≤ 

(E 胍 )II (k +1)II 2，ho—h≤ ≤ ． 

这意昧着： 

l ( ll<妒( )lI ( +1)II， 0一h≤ ≤ ． 

由系统(1)，我们有 

l出(k’+1)ll≤ 

l A l l1 ( )l+ ，i (H)|1 ( +1)l 

因此得到 

△ ( ( ))=V( ( +1))一V( ( ))= 

风( +1)] H[Ex(k +1)]一[ ( )] H[Ez(k ) = 

[ ( )A + ( 一r( ))B ]11[Ax( )+ 

凰(k 一r( ))]一(n(k ) H[Ex( )]≤ 

一 j (E WE)ll ( )l + 

2 (H)l A 邶 I-l1 ( )l·ll (h +1)II+ 

9 ( ) 缸( )l1 ll ff (五 +1)ll ≤ 

一 [ (ETWE)～2，J (刖 l’ATHB 1．一 

(H)a ( ll B ll ( )J J ≤ 

一 P l ( ) ≤0． 

这与 假 定 ( ( + 1))≥ ⋯(E ) 

( (k ))相矛盾．所 式(7)成立 因此，对一切 

≥ko,恒有 ll ( )l<e，即，系统(1)的零解一致 

稳定，而且，对一切 k≥ o，当 Jf≠J < (e)时，系 

统(1)的零解被吸引到球域 = l ： ( ，／co， 

)l’<￡l内． 

b 引 入 可 调 参 数 > 1使：II E 一 

m，( ) B lI>0．令 

o= A ／(1l ll一 ( )Jf B )， 

Po：i (ET )一2Fo ( ) ATHB l一 

； ( ) ～( )ll曰l ， (8) 

容易看出：可 假定 >1充分靠近 1使得：FO FJ> 

且使 P。>0．令 

乩 =L／9(／／) (e=￡)， (9) 

这里 L取使 ll (k， n， )lI<L成立的最小正数 

因此，对任意解 ( )= ( ，k0，≠)， 0∈ ，且 

l ll< 由 a)相同的讨论，我们得到：当 

( (k+1))> V( ( ))，V 0一h≤ ≤ 时， 

恒有 

△ ( ( )≤一Pol (k)l ． (10) 

现在我们着手证明系统(1)零解的一致渐近稳 

定性 V >0，我们必须找到 Ⅳ(y)>0，使得 V ko 

∈ ，且 ∈D(0，d0)n Ŝ( 0，k )( l <d0) 

时 ，有 

I1 ( )l= l (k， 0， )I1<y， 

V k≥ 0+ (y) 

记 

(．1 l1)= (E 肥 ) II ， 

既(f c f)= ～( 肿 )J c l J 2， 

(1l l )=P。ll II 2． 

V 7>o( (7)< (L))． 

而我们有： 

( ( ))≤ (L)，V ≥ 0． (11j 

令 d： inf (∞ u—M)，和 n为正整数且满 
1
( ≤ 《 ‘￡ 

足： 

l( )+(n—1)d≤ ( )≤ 【( j+n ． 

我们证明，存在 Ⅳ【≥ k0+^，使得 

( (Ⅳ1))≤ 1(7)+(n一1)d． (12) 

假定(12)不真，那么 

V( ( ))> W1(y)+(n—1)d， V ≥ ko+h． 

固此，注意到式(̈ )得 

( (k+1))≥ 

V( ( +1))+d>W1(7)+nd≥ W2【Lj≥ 

( ( ))，V k≥ k0+h，ko—h≤ ≤ ． 

于是由式(10)和上式得 

( ( +1))≤W2(L)一∑ (1l (s) )． 
s= +h 

但由式(5)得：V ≥ o+h，有 

(|1 ( )l1)≥ ( ( ))≥ 【(7)， 

即 

ll ( )ll≥ 畦 ( 【( )) c>o． 

因此，如果 ≥k0+h+[w2(L)／ (c)]，那么有 

V( ( +1))≤ 

(L)一 (c)([ (L)／ (c)]+1)<0- 

这导致矛盾．因此，存在 

Ⅳ1∈[k0+ ，̂k0+^+[W~(L)／W3(c)E， 
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使得 

V( (Ⅳ】))≤ 1( )+( —1)d 

进一步，我们可证明 

( ( ))≤ W】( )+(n一1)d，V ≥ N1． 

(13) 

假定式(13)不真，那么存在 ≥ 使得 

( (k))≤ l(7)+( 一1)d，Nl≤k≤ k ， 

且 

( ( +1))> ：(y)+(n一1)d． (14) 

那么，我们有 

V( ( +1))≥ 

( ( +1))+d>W】( )+nd≥ (L)≥ 

V( (s))， ≥ Ⅳ】， 0一h≤ 5≤ 

但由式(1O)有 

V( ( +1))≤V( ( ‘))≤ 1( )+(n一1)d， 

这与式(14)矛盾．因此，式(13)成立 

用同样的方法，我们能证明存在 2，Ⅳ]，⋯， 

使得 

∈[ 0+(i—1)(h+[W2(L)／ (cj J)， 0+ 

(h+l (￡)／n(c)])]， 

且 

r(x( ))≤ 吼( )+( — )d，V k≥ ，i=1，2，⋯，n． 

因此 

( ( ))≤ 】( )，V ≥ Ⅳ| ， 

于是，我们最终得到 

( )l(y，V ≥ ． 

令N( )=n(h+[ (L)／W3(c)])，显然与 0无 

关，而且，恒有 

l ( ) ( ，V k≥ 0+N(y)． 

这表明零解是一致吸引的，从而系统(I)的零解是一 

致渐近稳定的．一致渐近稳定区域 以至少包含球域 

S ，球半径 尺= 为 R= ／ (H) 

注 若定理 l的 不是强稳定矩阵，但 c=A 

+ B是强稳定的，这里常数d满足：0≤d≤1．那么 

我们仍然建立类似于定理 1的定理 2．为此 对任意 

给定对称的 >0存在 H≥0，使得 c Hc E HE 

： 一 E WE，如定理 1一样，我们取 ( )= ( ) 

： (Ex) H(Ex)=XTE 觑 作为Lyapunov函数，我 

们有 

定理 2 如果 (E，c)正则、c强稳定、 具有逆 

性质，且满足下面两个条件： 

i)0 E 1I一 (H)11日Il>0，这里 (日)= 

、 n)／ _j； 

ii)P (E 册r)一2(／~9(H)+口)ll C HB ll一 

(，』 (H)+d) ⋯(H)l B l >0 

其中if-： l A II／(1 E l一 (H)『『B 1)，则 

a)系统(1)的零解 ( ，k0，≠)一致稳定，或者， 

当 ll ft(0(E)时，对所有的 ≥ 0，系统(1)的解 

被吸引到球域 =； ：l x( ，ko， )『『(￡；内．其 

b)系统(1)的零解是一致渐近稳定的．一致渐 

近稳定区域 n至少包含球域S ，球半径 R为：R= 

L／ (H)，其中 ￡取使 II ( ， 0，≠)II(L成立的 

证 完全类似于定理 1的证明，因此，在这里省略． 

4 数值仿真例子(NuIr cal simulation example) 

Ex( +1)= ( + ( —r(k)) (15) 

=  ]， 
B={0．000 0．012 0 COO 1． 

(E，A)正则，且矩阵d是强稳定的，日具有逆性质． 

r3．3333 0 1．3333] 

H=l 0 0 0 l， 
L1 3333 0 2 08333 

H和E HE的特征值都是 0，1．2358，4 1808，因此， 

(日)=√j (E HE)／~⋯(E HE)=1．8393．计 

算得到：1l E ll： l，『l A《 =4．1516， l B = 

0．012．明显地，定 理 1的条 件 i) E l 一 

(H)II B il>0被满足 又 E WE的特征值是 

3．4758，1．0242和 0， 日日l =0．0199， = 

4 2453 从而定理 1的条件 i)P m̂in(E WE)一 

2，』 (H) A'rHB ll — F．2 (日) 出(H)ll B lI = 

a)系统(15)的零解是一致稳定的．V E>0，选择 

a(e)：￡／ (H)：0．5437e，于是，只要初始扰动的范 
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数小于 =0 5437~，那么解的范数总是小于￡， 

b)若取初始相容条件为： 

f r( )=2， 1(0)=0 2， 2(0)=0．1， 

l 3(0)=0．8036， 1(一1)=0 22， 

I 2(一1)=0．3，≠3(一1)=0．6， 

I 1(一2)=0．25，≠2(一2)：0．3， 3(～2)=0 4， 

(16) 

并取 L=0．8341，则系统(15)，(16)的零解是一致 

渐近稳定 的．一致渐近稳定域至少包含球域 ，赶 

= 80=L／ (日)=0．4535．用 Matlab，仿真结果如 

图 1，图 2和图 3所示，表 明：当 — 时，系统 

(15)，(16)的解趋于0．这与定理 l的结论一致． 

圈 1 态分量 1(̈ 钩寿．迹 

图3 态分量 (̂1的轨迹 

Fig 3 Slate x3(k)l |̈e．ctorY 

5 结论(Conclusion) 

我们对离散滞后广义系统的零解稳定性进行了 

定性、定量研究并给出了零解一致稳定域和一致渐 

近稳定域的大小估计．给出的判据具有容易检验的 

特点．因此便于工程实践上的应用．仿真实例说明了 

该方法的可行性．但如何确定最大稳定域是一个值 

得探讨的问题 ． 
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