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摘要：讨论前馈结构系统 】=Ax1 g( 2，Ⅱ)， 2=_，c 2，Ⅱ)的反馈镇定，应用前向设计方法给出了当系统 2 

= 2，“)可以反馈镇定的时候，整个系统反馈镇定的条件 在设计中实现了输入-状态增益的最终线性，以及状态 

的收敛性 文章在此基础上探讨了应用复杂前馈结构系统的可能性． 
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1 引言(Introduction) 

由于一般非线性系统的镇定是相当困难的，在 

9o年代，学者们对一些特殊结构非线性系统的镇定 

产生了兴趣 例如，用反传⋯(backstepping)方法对具 

有严格反馈形(strict feedback structure)系统的研究 

取得了较多成果 ．反传方法主要用于解决这样的问 

题：如果已知 =f( ，u)的反馈镇定律，如何进～ 

步得到 =，( ，，)，，=g( ， ， )的镇定控制律 

也许在反传设计的启发下，积分器前传_2 (integrator 

forwarding)方法被提了出来，并用于在对严格前馈 

形[3](strict feedforward structure)系统的镇定中． 

与严格反馈结构系统的丰硕成果相比，前馈结 

构系统的成果就显得很少了．这是因为后者的镇定 

设计比前者困难得多．例如，考虑反馈形离散系统 ， 

在 ，，g可逆的前提下 ，注意到 

(2)=，(，( (0)， (0))，g( (0)，y(O)，“(O)))． 

(2)=g( (1)，y(1)，u(1))， 

我们总可以找到 u(0)，u(1)使 (2)，y(2)为零，然 

后只要让输^恒为零就可以保证状态在原点不动， 

这也是文[4]的方法的本质；而对前馈结构的离散系 

* 基金项目：国家自然科学基金(㈣ 4观5)资助项目 

收稿 日期：1999—08—02；收修改稿 日期：2000—06—23 

统，一般我们是不可能使状态同时全为零的． 

对前馈形系统的研究成果主要有文[2，3，5，6]． 

文[2]通过解辅助微分方程组，找到一种坐标变换， 

由此反馈律得以递推．文[5]设计了基于CLF(O311- 

Ⅱo】Lyapurmv function)的动态反馈，但是其中关于李 

雅普诺夫函数的存在条件是互相牵制的，参数选择 

相当困难．文E6]将文[5]的结果推广到离散系统． 

本文的工作采用文E3]提出的饱和控制，得到了 

镇定“二维”严格前馈结构系统的条件．此处的“二 

维”，也许称为“二块”更为贴切(见下文(4)式)．我们 

将通过选择控制参数使对象的最终形态是输人-状 

态有界稳定的，并具有线性增益，然后用增益收缩【 

的方法分析状态的收敛性． 

全文安排如下：第 2节给出问题的描述；第 3和 

4节是本文的核心内容，给出了“二维”严格前馈结 

构系统的有界镇定控制 并给出了一种如何递推更 

高“维”严格前馈结构系统的思路；第 5和 6节分别 

是算例和结论． 

2 问题的描述(Description oftheproblem) 

考虑前馈形连续系统 ： 
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f露 ： g ( f+1，。。。， ，M)，i：1，---，n一1， 

1 ：g ( M)， ( ) 

其 中 Xi∈ ， ∈魏 ，gi，i=1，⋯， 一1是光滑函 

数，且戤(0)=o， (o)：B ．假设 

H1)A +尸4 ≤0，P 是正定对称矩阵，tA ， 

P凰 j是可控对； 

H2) = ( ，M)是 UISS—L的(见定义 1) 

设计目标是用状态反馈去有界镇定系统(1)．我 

们在文中采用下列记号： 

如果 ∈醯，定义 

， 、 f ， 一1≤ ≤1， ( ) l
s ( )， )1或 <～1， 

将定义扩展到向量，当 ：( --， ) ∈ 时 

d( )：(d( 1)，-一，d( 2)) ． 

1 l表示 的Euclidean范数，II II：sup l 
f≥ u 

( )J；I P l= uP 是矩阵的算子范数；上极 

限lim l (t)l=lira sup l (r)1． 
f ∞ f 

y： 一 称为是 类函数，如果它是连续、严 

格递增的，且 7(o)：0．如果它还满足liray(s)= 

，则 称为 类函数，记 ∈ ． 

．9： ×皿 一 称为是 也 类函数，记为 ∈ 

址 ：如果对于每个固定的 f，函数 ．9(·， )是 类的； 

而对于每个固定的 s，函数 ．9( ，·)是严格递减的， 

且lira／／(s， )=0． 

系统 t= ，M)称为是输入一状态稳定的 J 

(ir~ut-to-state stable)，如果存在 ．9∈地 和y∈K 使 

得 Vt≥0，V (0)， 

I (f)I≤．9(I x(0)I，z)+ (II M l1)． 

定义 1 系统 ：，< ，M)称为输入一状态最终 

稳定的(ul吐Ⅱ1a ly ini~t-te-state stable)，如果：①在任 

意有界分段连续输入下，系统是前向完整的，也就是 

系统解的最大存在区间是 [0，*)；②存在口∈ 衄， 

和 ∈ ，使得在任意有界输入下，总有依赖于 

(O)的时刻 ≥O，使得 V f≥ 0成立 

J (f)J≤卢(J (O)J，f—O)+y()J̈ ≥ lJ)， 

(2) 

当上式中的 y是线性函数时，我们称该系统是 

UISS．L的． 

从定义 1容易知道输入一状态最终稳定的系统 

具有性质：1)系统是有界输入一有界状态稳定的，是 

收敛输入．收敛状态稳定的，但不是全局渐近稳定的 

(因为不保证稳定性)；2)输入一状态稳定的系统是 

输入一状态最终稳定的(注意到系统的定常性)；3) 

渐近稳定的输入一状态最终稳定的系统是全局渐近 

稳定的． 

3 引理(Lemmas) 

本节先给出两个引理，它们在以后的讨论中是 

需要的． 

引理 1 考虑线性系统 t= +Bu，A是渐近 

稳定或临界稳定的，{A，PlYt是可控对，其中P是满 

足ATp+PA≤0的正定对称阵．那么 j =A— 

eBB P是 Hurwitz的，其中 c)0． 

证 考虑 {= ，那么 

( 戌)≤一2c PBB 心 ≤0． 

考虑到{A，PBj的可控性，由LaSalle不变原理知道 

是收敛的． 

引理 2 考虑 ：如 一Cl (C2B Px)+ ，其 

中 A， 和P满足引理 1的条件．则存在 1，c2，d> 

0，使得当 ll 0≤d时，系统关于 是UISS-L的． 

证 记 =c2B Px．将系统写成 

=  

一 1 ( )+ = 

Ax—cl C2BB Px一 lB(d(5)一c2B Px)+ = 

Ax—cl (d( )一 )+ ． 

其中j：A—Cl c2船  P．由引理 1知道j是渐近稳 

定的。不妨假设 +面 ：一，，其中 是正定对称 

矩阵． 

容易验证 I (f)一 I≤ (f)， ∈R，故对 ∈ 

有 

l ( )一 I： 

／∑( (托)一 ) ≤ 

∑ I d( )一赫I≤∑ d( )= ( )． 

定义 V= T ，那么 

=  

一  一 2c1 础 ( (s)一s)+2 Rv≤ 

一 I I +2cl I础 II I s d( )+2 f R_l ff f≤ 

一 I I + l I I + 2 I I I I． 

其中 l=2cl c2 I船 I I B 尸I， 2=2I R I．选择 

cl，e2使 l<{，皿4 <：一{l I + 2 I ll 1． 

于是，当 J IP≥ 2『J l_ (P)时， 
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P<一 j J(j f一2 2 

所以存在 ll>0，I (f1) 

— — 称为事件 1． 

f)≤一 3( 
2ll ) ． 

<3 2 l圳 ~，i(p)／ 

记 B=(6l，⋯，6 )， =maxIl 6}尸J，⋯， 

I 6 l}．如果l (t1)l≤{(c2 )-。，则存在 2> 

1使 l (t)I<(c2p)～， ∈[ 1， 2)．在[ 1，t2)上， 

不难发现系统是 ： + ，注意到 j是 Hurwitz 

的，所以对该线性系统，存在 d1，d2，P>0使 

l (t)I≤(1+d1)e-P( 一f1)l ( 1)l+d2 l， 

(3) 

其中t∈[t1，t2)． 

如果l (f1)I<[{(c2p)～一d2 5l II]／(1+ 

d1)，由式(3)可以得到lim l (t)l≤{(c2／z)-1．用 
‘ 

反证法不难得到，如果 l (t1)I<[{(C2／Z)～一 

d2}1 }1]／(1+d1)—— 称为事件2，则其后一致地 

有 I (z)I<(c2／z)- ，t∈[z1，t )，即f1之后，系统 

动态总是 t= +口—— 称为事件 3． 

总可取得 d满足 

d≤{(c2 )-1[d2+(1+d1) 2、／ (尸)／、／， ]～． 

(4) 

则对 lf ll≤d有 

ll、／ (P)／ )≤ 

[{(c2 )～一d2 II]／(1+d1)． 

所以t1之后，状态由 ： + 决定，且对z∈[tl， 

)满足不等式(3)，即系统是 UISS L的． 

上述证明的逻辑基本上是这样的：首先保证事 

件 1必然发生，而事件 1的发生意味着同时刻发生 

事件2；如果事件 2在 f．时刻发生，那么此时的动态 

是 =Ax+ ，且可以作出事件 3发生的判断． 

4 非线性系统的镇定(Stabilization of nonlin． 

eal7 systems) 

考虑下面的非线性前馈结构系统 

l= Axt+gt L2：2， )， 
⋯  

2：g2(2：2,tt)． 

其中 ∈丑 ，Ⅱ∈R ，gl，g2是光滑函数，g1(0)= 

0，g2(o)：o．记 (o)=E， ongl(o)
= B。假设： 

1-13)A P+尸A≤ 0，P是正定对称矩阵，{A， 

PBl是可控对 ； 

H4)x2一子系统是 UISS—L的，即存在 >0， 

使得 

l 2(t)I≤ 

2(J 2(zo)J，z—to)+ u(t0’ J{， ≥ o．(6) 

定义 口=gt( 2，Ⅱ)一BU,则 (0)=0．将式(5)重 

写成 

尘1 l+ 曰Ⅱ + ， 

2=g2( 2，“)． 

采取饱和反馈 “=一Cl口(C2B Pz1)之后，子系统之 

间的关系如图 1． 

图 1 系统的关联性 

F l Connection ofthe systems 

由于 l1 ll≤cl，由H4)可以得到：对任意取 

定的 l>0，存在 ￡1>to使 J 2(￡)J≤ 2cl+E1， 

≥ t1．所以对任意取定的 ￡2>0，存在 (充分小 

的)c1>0和时间 2，使 

l (z)I≤l E l l 2：2 I+0(I 2 1)+0(1 I)≤ 

E l 2cl+ 2，f≥ 2 (7) 

成立．假设可以取得(引理2的)d≥I El 2。1+ 2， 

则接该引理有：存在r≥t2，使ll 

I l l<(c21z)～，t≥ r (8) 

和 

1 = (A～cl c2liB P) l+ ，t≥ r． (9) 

因为 =A—ct 2tlB P是 Hurwitz的，所以存在常 

数 ，使得 

lira I ( )I≤ I lira I ( )J． (10) 

由 =一cl c2B Pxl和H4)得到 

lim I 2(f)l≤ 2Cl c2 l B P I lira l l(￡)1． 

将它代人式(7)的第一个不等式，考虑到 2的任意 

性，得到 

lim l (f)l≤ 2 lira l 1(t)l， (11) 

其中予2= 2cl c2 l E l l B P I． 

如果 予2 l<1，则由而 l口( )l≤ 予2 l而 

I口( )I得到lira l (t)f_0．进而有lira~~l(t)=0， 

lira2：2(fj=0． 
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系统是局部 Lipschitz的，所以其解是存在的．由 

H4)和控制的有界性有 2∈ ￡ ，进而 ∈ ￡ ；在 

(M，口)∈ ￡ 的驱动下，线性系统 1=AxI+Bu+ 

是前向完整的．所以整个受控系统是前向完整的． 

通过上面的分析，我们可以建立定理： 

定理 1 如果存在 1，c2，d>0满足引理 2和 

d>l E l y2c1，且 2y1<1，则 H=一c1d(6-2B Px1) 

使系统(5)是前向完整的，且limx(f)=0． 

需要指出的是，满足定理条件的 c1，c2并不总 

存在．根据式(4)，cl的减小将迫使d减小，d>l E l 

y2c1有可能无法成立．显然当 E=0时，使定理 1成 

立 cl，c2，d总是存在的． 

下面对系统在 u=一Cld( 2B k【+w)+ 作 

用下的情况做简单的说明，不进行严格的推导．类似 

引理2，存在合适的 c1，c2，d，d >0，使得当 ll 

≤d，I1” ≤d 时，存在 r>0， I满足 

l 1 I<(c2p) (1一d )， ≥ r (12) 

和 

I = (A一。‘f2 啦 Jp) ‘+ClBw+ ，I≥ r 

(13) 

所以 lim l 1(f)l≤ I lira I"(f)I+ 71 lira 

I ( )I．考虑式(7)，u=一c1 2 1+ 1甜和lim 

l 2(￡)I≤y2而 I (z)l，进行和前面相仿的推 

导，将得到类似 yl<l的小增益条件．如果该条 

件被满足，就可以得到lim l (￡)l和lira l”( )I的 

线性关系． 

下面探讨三级串联系统(1)的控制设计． 

重写系统为 

Alx] 肌(x2,x3
、

， )， 

三：{x2=A2x2+g2【x3，u)， 

【 3=g3( 3，“)． 

假设 ( 2，幻)．子系统满足定理1的条件．所以，存在 

。l，。2>0使该子系统在 

M：一Cld(c2B 2 2+H1) (14) 

的作 用下 是 (关 于 MI)UISS—L 的，其 中 B2= 

誓(0)．将式(14)代人三后，重写系统为 

ZI： ~1= A lXl + 

其中碹 =(T， )．如果( 1，X2)一子系统满足小增 

益条件，同样地，存在 ci，c{>0使 三I在 

“l=一c (c6B~Al 1) (16) 

的作用下状态是收敛的，其中 B1： (o)．将式 

(16)代人式(14)就得到了镇定系统 三的控制 

如果 ( 1， 2)．子系统不满足小增益条件，但是 

可以找到 “1( 1)镇定 三l，那么代人式(14)后，三的 

状态是收敛的．如果 旬 =A3x3+g3(幻，M)，A3满足 

H1)，但该子系统不是 UISS-L的，则在做扩展 轧 

=一 4+u之后，仍可以进行上述设计以得到镇定 

系统的控制 M( 3，扎， 】)． 

5 例子(An example) 

考虑系统 

取 u=一0．5a( 1)．由 

I 2(f)l≤＆(1 2(o)l，￡)+{ ll， 

I均(￡)I≤岛(1 3(o)l，￡)+ ff (18) 

容易验证点集{ 1：l 1 I<1{的吸引性和正向不变 

性．进而可以算出：( 2， 3)．子系统中，从 I至 

(一{ 2+ j)的增益小于o．5； 1一子系统中，从(一 

{ 2+ j)至 l的增益等于2．所以复合增益小于1， 

状态( 1， 2， 3)是收敛的． 

仿真结果如图2， l(O)=3， 2(O)=l， 3(O)=2． 

葵 

、●●，_一，  ̈ o 4—3 

2—3 o 扣 

『l “ √  
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图 2 仿真结果 
Fig 2 Simulation results 

6 结论(Conclusions) 

本文研究严格前馈结构系统的镇定问题，设计 

了饱和函数形的状态反馈，并且使得输入．状态增益 

最终是线性的．本文采用的方法是逐步推进 ，先假设 

第一级系统是可以镇定的，然后扩展到下一级 目前 

的方法存在一定的局限性 ．如何镇定更一般的严格 

前馈结构系统，尚待解决． 
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