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摘要 ：在极大代数框架下对循环排 队网络给出了状态方程 ，分析了系统的稳定性 ，证 明了系统性能 函数的求导 

算子与求数学期望算子 的可交换性 ，然后给出了性能函数关于可控参数灵敏度 的计算方 法 ．最后进行了仿真 ，验证 

了算法的有效性 ． 
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M ax-algebra description，stability and perturbation an alysis 

of cyclic queue network 

LI Yong-jian，TU Feng-sheng，JIA Chun-fu 

(Department of Automation，Nankai University，Tianjin 300071，China) 

Abstract：Based Oil max-algebra，state equation for cyclic queue network is derived，and the stability ofthe system is dis— 

cussed．"Hie interchangeability between the derivation and the expectation ofperformance function is proved，then a method for 

computing the sensitivity of performance function with respect to system parameters is proposed．Finally，numerical results ale 

presented to verify the validity of the method． 
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1 引言(Introduction) 

串行排队系统是离散事件动态系统(DEDS)典 

型的研究对象 ，其 中典型的研究方法是利用极大代 

数上线性系统思想建立系统状态方程u J，然后用 

仿真方法(如，扰动分析方法 J)对系统进行分析和 

优化．关键路径的提出为仿真系统的分析和优化提 

供了一种简便、可行的模型和方法．文[6，7]对具有 

存储器的串行生产线系统，在极大代数线性状态方 

程基础上 ，定义 了关键路径 ，探讨了关键路径 的特 

性 ，并通过关键路径分析 了参数的扰动对系统性能 

函数的影响．文[8]基于关键路径的概念证明了随机 

串行生产线稳态性能函数可微的充要条件是系统的 

关键路径以概率 1唯一 ．关键路径简化了 DEDS扰 

动分析方法，使对系统的扰动分析研究转化为对关 

键路径上事件 的分 析．因此用关键路径 概念分析 

DEDS的性能不仅直观，而且有效 ． 

本文研究了循环排队网络系统．首先给出了系 

统的状态方程及稳定性概念．然后利用文[7]的思想 

引入了关键路径概念 ，证明了扰动分析原理应用于 

循环排队网络系统的可行性 ．最后给出了循环排 队 

网络性能函数灵敏度的计算方法 ，并用仿真实例验 

证 了该方法的有效性． 

2 循环 排队网络的模型 与状态 方程描述 

(Model and state equation of cycle queue 

network) 

2．1 模型(Mode1) 

考虑具有 m个服务器的循环排队网络，每个服 

务器 前都有一个容量为b 的缓冲器B ，如图 1所 

示(为了图形简洁，缓冲器未画出)． 

图 1 循环排队网络系统示意图 
Fig．1 The diagram of a cyclic queue network 

顾客 l，，2，⋯在系统中的服务顺序为 l， 2， 
⋯

， ，而每个服务器对顾客的服务顺序为 ，l， ， 
⋯

，系统有 个托盘，其作用是如果系统中已有 
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个顾客正在接受或等待服务，则只有其 中某个顾客 

被服务完离开系统后 ，其他顾客才可以进入系统 ． 

根据缓冲器 Bf容量bf的大小 ，系统可以分为刚 

性连接循环排队网络(b =0，i= 1，m)、柔性连接 

循环排队网络(b = ∞，i=1，m)和具有有限缓冲 

器的循环排队网络 (b 为有限值 )．对具有有限缓冲 

器的系统可以化为刚性连接系统，即视容量为 b 的 

缓冲器 B 为 b 个服务时间为 0的服务器的串联 ． 

2．2 状态方程(State equation) 

设 R为实数域，e：一∞，令 ：R U {e}．在 

上定义两个新运算 ：加法 0 和 乘法 如下： 

n b=n+b，n 0 b=max{n，b}，V n，b∈ R． 

其中“+”为通常的实数加法 ．定义 了上述两个新运 

算的 称为极大代数．在不引起混淆的情况下，记 n 

· b=n b．令 e=0，易知 ，e，e分别是极大代数上 

的单位元和零元 ．类似可以定义向量与矩阵的极大 

代数乘法和加法．以下非特别声明，皆为极大代数意 

义下的描述和运算 ．文 [4]对一般 串并行生产线、反 

馈生产线建立 了数学模型，基于该文的结果，下面给 

出循环排队网络的状态方程描述． 

设服务器 ￡对第 个顾客 的服务时间为 

P ， ]，其中 为控制参数．记顾 客 的服务时 

间为 

P( ， )=[Pl( ， 1)，P2( ， 2)，⋯，Pm( ， )]， 

= ( l， 2，⋯， ) ’． 

我们做如下假设：P ( ， )关于 i和 独立，关于 

同分布；P( ， )的分布为儿 (￡ ， )，其中F￡(￡ ， 
i=1 

)是 P￡( ， )的分布函数．记 

= ( 一， ) ， 

P(O， )=(gl( l， 1)，⋯，gm( ， ))， 

其 中 g ( ，岛)=F ( ，0i，&)，￡服从[0，1]上的 

均匀分布．设顾客数为 Ⅳ(足够大)，顾客 ^ 在 m个 

服务器上的服务时间可表示为 

P ( ， )=(gl( l， l )，g2( 2， 2 )，⋯，gm( ， ))． 

记 =( l ， 2 ，⋯，￡ )， =( ，1≤ ≤N)，男 

么每个 即为系统的一个样本点． 

设 置[ ]为 在服务器Mi上服务完成后离开 

的时间．假定服务器是刚性连接，托盘个数 K = h． 

不难得到 

Xl[ +1]=Pl[ +1]Xl[ ]0 Pl[ + 

1] + [ ]0 X2[ ]， 

Xi[ +1]= Plf[ +1]Xl[ ]0 ⋯ 0 Pf[ + 

1]X ]0Plf[ +1] + [ ]0 

置+l【 J，1< i≤ m， 

+f[ +1]= +f_l[ ]，1≤ l≤ h一1． 

(2．1) 

其中 [ ]=Pi[ ]Pi+l[ ]．．’ [ ]．把式(2．1)写 

成矩阵与向量形式为 

X[ +1]=A[ +1]X[ ]． (2．2) 

其中 

X[ ]=(Xl[ ]，X2[ ]，⋯， [ ]， +l[ ]， 

⋯

， + [ ])T； 

A[ ]：[AA l。[[k ]]AA1 2[[ k]]J]， 
(2．3) 

Al[ ]= 

Al2[ ]= 

A2[ ]= 

Pl[ ] 

Pl2[ ] 

Pl [ ] 

Pl[ ] 

Pl [ ]j 

e 

e e 

e e 

e 

e e 

P2[ ] e 

P2 [ ] ⋯ Pm[ ] 

e 

● ● ●  ● ● ● 

e e 

记第 个顾客离开第 m个服务器的时间为系统 

的输 出时间，则 )，[ ]= [ ]．记 [e，⋯，e，e，e， 

⋯

，e]TX[ ]：CX[ ]，其中 C：[e，⋯，e，e，e，⋯ ， 

e T 因此系统的状态方程为 

f 川，、 1] 纠， (2．5) 【
y[ ]= [ ]． ～ 

设 x[o]=Xo，则有 Ⅳ]= ，其中 

A，v：A[Ⅳ]A[N一1]．．·Al1]：ⅡA[ 

(2．6) 

从而 

)，[N]= CX[N]= uXo． (2．7) 
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3 循环排队网络的稳定性(Stability of cyclic 

queue network) 

定义 1 对循环排队网络系统 (2．5)，如果存在 

常数 f，i=1，2，⋯，m，使得lim(置[ ])0 =2ia． 

s．，则称系统是状态稳定的．进一步，如果 1= 2= 

⋯ =  
， 则称系统是稳定的． 

定义 2 对循环排队网络系统 (2．5)，如果存在 

常数 ，使得lira(Y[ ])0 = a．s．，则称系统是 

输出稳定的． 

文[1]通过矩阵 ]的加权有向图研究了系 

统的稳定性，给 出了判别矩阵 [J]}]不可约的简单 

方法．利用文[1]的方法可得 

引理 1 循环排队网络状态方程(2．5)中，矩阵 

AUk]是不可约的． 

定理 1 由系统(2．5)所描述的循环排队网络 

是稳定的． 

由Y[ ]= [ ]，可得 

lira(Y[ ])0 ：lira(Xm[ ])0 ，a．s．， 
— ∞  + ∞  

所以有 

推理 1 状态方程 (2．5)描述 的循环排 队网络 

输出稳定 ． 

稳定性的满足为对循环排队网络的扰动分析奠 

定 了基础 ． 

4 循 环排队 网络 的关键 路径与扰 动分析 

(Critical path and perturbation analysis of 

cyclic queue network) 

4．1 关键路径分析(Critical path analysis) 

首先研究图 1所示循环排队网络中事件之间的 

连接关系．记 0f．̂表示顾客^在服务器 上接受服 

务这 一事件，S(0 ． )，m(0 )，F(0f， )分别 表示 

0 的开始服务时间、服务时间和服务完成时间，则 

P l ，0 J=m(0￡．̂)a．s．． 

若 X 一1]=S(0 )，则在事件 Oi,k发生之 

前服务器 f没有空闲时间．若 F(0 ．̂)=置[ ]，那 

么 0 
．
^没 有 阻塞，此 时 置[ ]= F(0 ．̂) = 

P ]S(0 )．若 置[ ]>F(0 ．̂)，那么 0 ，̂有阻 

塞 ，且由式(2．1)有 置[ ]=置+1[ 一1]，因此 置[ ] 

由置+1[七一1]决定．类似地，当 0 1有阻塞时， 

置+1[ 一1]由 Xf+2[ 一2]决定．依次类推，可得 

置[ ]≥墨+1[ 一1]≥⋯ ≥Xi+t( ，̂)[ 一f(i， )]， 

其中 f(i， )=rain{m—i， }．由于第 m个服务器 

与第 1个服务器相连且托盘是顺序调度使用的，因 

此当 i+f(i， )= ，n+1时，令 +f(i， )=1；当 

一 f(i， )： 0时，令 一 f(i， )= h+1．称 

0 +1
．
一̂1，0f+2

，
一̂2，⋯ ，0 +f(i

,
k),k-f( ，̂)为 Oi,k的拟 

同时事件． 

称 0 ．̂及其拟同时事件为 0 ，k的紧连事件， 

若 0i一．̂一是0 ．̂的紧连事件 ，则记作 0 一̂< Oi,̂．易 

知“<”定义 了事件集上 的一个偏序关系．若 0 一̂ 

是 0 ．̂ 的紧 连事 件 ，且 S(Oi,k)= F(0 k，)= 

置I[J]} ]，则称 0 ·是0 的真紧连事件，特别地 ，由 

于循环排 队网络中第一个机器与最后一个机器相 

连 ，则 >m时，事时 0 ， 一m为01．̂的紧连事件． 

特别地 ，由于循环排队网络中第一个机器与最后一 

个机器相连，则 >m时，事件 0 为 01,k的紧 

连事件． 

对于任意两个事件 0 0 ，若存在事件 串 

01，02，⋯ ，Df满 足 01= 0 ，k一，Ot= Oi，k，0 一1< 

0，(r=2，⋯，f)，称 02,=01 02⋯0f为从0 到Oi,̂ 

的一条路径 ，如果 0r-1是 0，的真紧连事件，则称 02, 

为从 0 一̂到 0 ．̂的一条关键路径 ，记为 02, ( ， ； 

i，J]})．令 m( )为路径 上服务时间 ，显然有 m( ) 

= 1m(0 )．由以上分析容易得到 

命题 1 设 cU (i ， ；i， )为从 0 到 0 ．̂ 

的关键路径，若 0 一̂无空闲，0 ，̂无阻塞，则 

m ( (i ， ；i， ))=置[ ]一置一[ ]+Pf一[ ]． 

4．2 扰动分析原 (Principle of perturbation analysis) 

设顾客数为 Ⅳ，则循环排队网络服务一个顾客 

所需的平均时间为 

T(N， )= [Ⅳ， ]= [Ⅳ， ]，(4．1) 

其中0=t 0 ， =1，⋯，m}，其均值为 

E (Ⅳ，0)= 巩 [Ⅳ， ]． (4．2) 

下面的讨论始终假定满足下列假设条件 ： 

假设 1 g ( ， +LX0 )一g ( ， )= 

。 

( ， )+0(LX01， )，w．P．1． 

假设2 lim 等 _0． 
— 叼  u L，i 

扰 动 分 析 的 理 论 基 础 是 用 

盟 )作为 的 
估计 5，此估计无偏的充要条件是 

： E
型  

， ∈ 0．(4．Lit00 c,0 3) 一  一 H⋯  l ‘I a 0 一 
n 

’ 

Cao X．R．在文[10]中对一般性能函数 (0， ) 
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给出了式(4．3)成立的条件，Tu F．s．在文[3]利用这 

个条件严格证明了，式(4．3)在存储空间无限和有限 

两种情况下，对于串行生产线都成立 ．本文这里证明 

了式(4．3)对于循环排队网络也是成立的． 

循环排队网络(2．5)，其状态初值为 = [e， 

e，⋯，e] ，Eh式(2．6)知 

Y[N]=c·X[N]=c·A，v·X0=0 N 

其中 0 1为 ，v的第 m ×1元素，因而 

T(N， )=1X
m [N， ]= 。mlN． 

在式(2．3)中， 21和 2与 无关 ，是常数阵 ，因此有 

删 ： At2 [k ]]：A 
令 

删 = 】) 
则 口 l为 m X m阶矩阵 l[ ]的第 m X 1元素，因 

此，考察 口 的性质，只需计算 1[ ]．利用数学归纳 

法可得 ，对 ∈ 1，N， 

A1[ ]=A1[ ]·A1[ 一1]⋯A1[1]0 

c · 
。
[ ]· ．

，
[ 一1]⋯ ，[1]． 

(4．4) 

其中 
．
[ ]可能取值为 1， 12或 E，其中E为极大 

代数意义下的单位阵．文[3]用归纳法证得式(4．4) 

右边第 1项对应的矩阵的每个元素是 P ]经过有 

限次加法 0 和乘法 而得到的．由于 A1，A12是以 

P ]的有限次加法 0 和乘法 形式的运算值为 

元素，因此我们也可以归纳证得式(4．4)右边第 2项 

对应矩阵的每个元素也可表示为 P ]经过有限次 

加法 0 和乘法 的形式，只是证明过程更复杂．因 

此 m X m阶矩阵 [Ⅳ]的每个元素都可以表示成 

Pf[ ]的有限次加法 0和乘法 形式，于是 (J7v， 

)： 1 0 Nl也由P ]经过有限次加法0和乘法。 

得到 ．由文[5]的定理 2．2可以得如下定理 

定理 2 循环排队网络(2．5)，在假设 1和假设 

2下 ，其性能函数满足 

： E (4．5) a 
n 

一 a n ’ u ‘ 、⋯  

该定理为扰动分析方法在循环排队网络上的应用奠 

定了理论基础 ． 

4．3 扰 动分 析 的 计 算 (Computing of perturbation 

analysis) 

循环排队网络(2．5)，定义其性能函数为 

JIv( )= [Y[N， ]／Ⅳ]= [ [Ⅳ， ， ]／Ⅳ]， 

即 Ⅳ个顾客在循环排队网络系统上平均服务时间 

的期望．若 limJN( )= J( )存在，则称 1／J( )为 

该系统的生产率 ．其中 (Ⅳ， ， )是 独立 随机变 

量g(y， )={g (y ， )，i∈1，m， ∈1，N}的函 

数．不失一般性，仅设参数 】在 ?处扰动，其它参数 

固定不 变，此时可将 (Ⅳ， ， )记 为 (Ⅳ， 1， 

g)．由定理 2知，在满足假设 1和假设 2条件时， 

3ET(N,0~)
一
3EXm(N,O~,g) E ( ! ! 2 

N3oo — Na8 一 一 N38 

则取 Ⅳ充分大时 ，我们有 

： E{ N 3 )~ a 】 一 【 1 J 
— L f [ ! ±垒 !曼 != 墨[ ! !曼 ] 
MN ＼ △ 

(4．6) 

其中 [Ⅳ，oo，g( ]经随机采样得到． 为独立采 

样次数 ． 

基于本文所讨论的关键路径，可以使上述扰动 

分 析方法进一步简 化 ． 

在样本 下，系统(2．5)通常为非随机系统，假 

定 系统 正 规 ，即 系统 的关 键 路 径 唯 一 ．由 01
． 1 到 

0 
。 ，v 的关键 路径为 ∞ = 0102⋯0 +，v，令 0 = 

0 
．
，，t∈ 1，m+Ⅳ，则由命题 1知 ， 

[N，oo， ]：m(∞ )：∑m(Oi)： 

∑m(0 )：∑P ( )：∑g [ ， [ ]]． 
I= J I= J I= J 

(4．7) 

其中 [也]服从[0，1]上的均匀分布．当 ?扰动变 

为 ?+△ l时，相应的服务时间变为 1[ ]： 

P1[ ]+△1[ ]， ∈丁 ，其中△1[ ]：g [ ?+ 

△ 1， l[ ]]一g [ ?， l[ ]]．当△ l足够小时，所 

引起的服务时间的改变 △1[ ]也足够小，则存在 

e>0，当 J△ l J≤ e时，关键路径不改变，说明式 

(4．7)在 的一个小邻域内总成立 ，于是 

a (Ⅳ 6}02 a (N， ， ) 
a 1 N301 

1 m +N{
＼ )． (4．8) Ⅳ ＼ a ，f． 

这 样 就 可 以 直 接 求 得 ， 也 就 得 到 

aE (N， 0) 
a ， ‘ 
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4．4 仿真实例 (Simulation examples) 

考虑 图 1所示 的具有 4个服务 器的循环排 队 网 

络系统 ，各服务器前的存储容量都为 1，托盘个数 h 

： 6．各服务器服务时间的概率分布见表 1． 

取仿真的顾客数量 N ： 100，0OO，针对 3组不同 

参数值，利用式 (4．8)的计算方法估计性能函数对各 

参数的灵敏度．表 2给出了仿真结果，其 中的灵敏度 

值是 20次独立实验的平均值，估计方差也一起列出． 

在第 1组参数下，系统有较严重阻塞 ；在第 2组参数 

下，系统经常饥饿；在第 3组参数下，系统运行正常． 

表 1 各服务器服务时间的概率分布 

Table 1 Probability distributions 

of service time on every station 

表 2 关键路径一扰动分析方法估计灵敏度的仿真结果 

Table 2 Sim ulated results of sensitivity based on critical path and perturbation analysis 

5 结束语(Conclusion) 

本文针对循环排队网络系统 ，分析了系统的稳 

定性，通过关键路径研究 了扰动分析方法 ，得到了一 

种估计梯度的新算法 ．在随机系统的参数优化中，R_ 

M类的算法占主导地位 ，在这类算法中梯度估计是关 

键 ，好的估计可决定寻优算法 的优劣 ．本文提出的方 

法对循环排队网络的仿真分析研究具有重要的意义． 
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