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摘要 ：通过对具有扰动作用 的平面 Hamilton混沌动力系统增加一 线性的反馈控制 器——凹槽滤波器 ，基 于 

Melnikov方法这一混沌的微扰判据给出合适的反馈控制器参数 ，引导系统从混沌运动转化为期望的低周期运动 ，并 

采用平均理论作了稳定性分析．数值仿真结果将进一步证实本文的结论 ． 
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Notch fi]Iter feedback control for chaotic systems 

Chao-hong，XU Zhen-yuan，XU W en-bo 

(School of Information＆Control Engineering，Southern Yangtze University，Jiangsu Wuxi 214036，China) 

Abstract：A new method is Dresented to achieve control over chaotic motion in me perturbed planal"Hamiltonian system 

using notchfilter ou~utfeedback contro1．Based onMelnikov’Sme thod whichisperturbation criteriafor chaos，山e suitable pa— 

rameters ofnotchfilter are computedto directthe chaoticmotiontowards desiredlow-period motion，the averageme thod ，more- 

over，is introduced to an alyze the stability of the controlled system ．And numerical simulation results are provided to demon— 

strate the effectiveness of Melnikov’S analysis． 
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1 引言(Introduction) 

混沌是 由确定性非线性系统产生对于初值极为 

敏感而具有内禀随机性和长期预测不可能性的往复 

非周期运动 ．控制混沌运动的 目的之一是把系统从 

混沌运动转化为性能 较佳的低周期 运动．自 1990 

年，Ott，Grebogi和 Yorke通过参数微扰法 (即 OGY 

法)成功地实现混沌控制以来 ，混沌控制这一课题迅 

速引起了人们的广泛注意和研究，学者们已提出了 

许多控制混沌的方法 ，如改进 OGY法 ，传统的反馈 

控制法 ，延迟反馈控制法 ，弱周期扰动动力系统参数 

法，传递与转移控制法，自适应控制法以及神经网络 

控制法等⋯1．但是 ，这些控制混沌的文献较多是基于 

某个想法 ，提出一种控制方案，再作数值仿真实验 ， 

而忽视从数学解析 的角度来认识和控制混沌 ，也缺 

少对被控系统的稳定性分析 ．本文着重考虑一类具 

有扰动作用的平面 Hamilton混沌动力系统 ，在不改 

变原动力系统参数 的前提下，即系统参数一直固定 

在产生混沌的参数值上 ，对系统增加一个线性的反 

馈控制器 —— 凹槽滤波器 ，引导系统从混沌运动转 

* 基金项 目：国家 自然科学基金(19872044)资助项 目． 
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化为期望的低周期运动 ，从而达到控制混沌的 目的 ． 

物理 学和力 学 中许 多 问题 ，可 以归结 为讨 论 带 

有弱周期扰动项的具有同宿轨道或异宿圈的二阶常 

微分方程，Melnikov方法就是用来判定 的这类系统 

的二维庞加莱映射具有 Smale马蹄变换意义下 的混 

沌的解析方法 ．本文采用 Melnikov方法 ，计算 出平 

面 Hamilton混沌动力系统轨道的 Melnikov函数 的 

阈值条件，从理论上指导选择合适的反馈控制器参 

数来控制混沌 ．考虑到物理上的可实现性 ，本文采用 

了非线性振动的平均分析方法，对被控系统作了稳 

定性分析 ． 

2 凹槽 滤 波 反 馈 控 制 混 沌 系统 的方 案 

(Technique of notch filter feedback control 

for chaotic dynamics) 

2．1 平面 Hamilton系统和 Melnikov方法【 J(Pla- 

nat Hamilton system and Melnikov method) 

讨论具有扰动作用的平面 Hamilton动力系统 

， 1、 

戈=f( )+eg( ，f)， =l I∈ ． (1) 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


控 制 理 论 与 应 用 19卷 

其中 

厂c ：( ；)，g c ， =(gg l ( x，, t )) 
是充分光滑 的函数 ，且在有界集上为有界，g( ，￡) 

是 t的周期函数，周期为 ．对(1)有以下假设 ： 

H1)当 ￡=0时，式(1)为一 Hamilton系统 ，其 

Hamilton量为 H( l， 2)，满足 

A =OH／Ox2，-厂2=8H／Ox1． 

H2)当 ￡=0时，式(1)存在 一个双曲鞍点P。以 

及一条连接 P0的同宿轨道 

q。(t)= (xo(t)，xo(t))． 

H3)令 r。：{q。(t)J t∈R}U {P。}，则在 r。 

内部 充满 一簇 以 k为 参 数 的周期 轨道 q (t)= 

( {(￡)， {(￡))，其中，k∈J c R． 

H4)记 h =日(q (t))．Tk为 q (t)的周期 ，死 

为h 的可微 函数 ，且在 内满足 dTk／dh >0(或 

dTk／dhk<0)． 

定义庞加莱 映射 P ： ‘o一 o为 

p (q (to，to))= 

Ⅱ(q (t0+T，t0)， (T))= 

q (to+T，to)． 

其中 q (t0，t0)为式(1)的解，Ⅱ表示投影到第一因 

子的映射 ． 

对于同宿轨道 q。(t)，计算其 Melnikov函数，得到 

M(t0)= 

l f(q。(￡))八g(q。(￡)，￡+to)d r， 

其中，0八 b= nl b2一a2b1． 

引理 1 如果 ( 0)具有不依赖 ￡的简单零 

点，则对充分小的 ￡，式(1)的庞加莱映射 P 具有 

Smale马蹄变换意义下的混沌 ． 

对于周期轨道 ，￡充分小 ，可以设想(1)的次谐 

和超次谐周期 解是 由 ￡=0时满 足 Tk= mT和 Tk= 

roT~n的轨道在小扰动下生成的．则可得周期轨道 

q (t)的 Melnikov函数： 

(￡0)=1 f(q (￡))八g(q (￡)，￡+to)dt． 

引理 2 (t0)在 t0∈ [0，T]中存在不依 

赖于 ￡的简单零点，且 dTk／dĥ ≠ 0，则对充分小的 

￡(n)，当0<￡≤￡(n)时，系统(1)所对应的庞加莱 

映射 P 存在周期 m点 ． 

2．2 控制系统的设计(The design of control systems) 

系统处于周期运动时 ，设主频率为 (29=2兀／T， 

系统输出也包括 2 ，3 等高次谐波．当系统参数变 

化时，系统输 出也会出现频率小于 (29的次谐波，而 

次谐的产生往往是系统出现混沌运动的先兆．这样 ， 

系统就出现了一条倍周期分叉通 向混沌 的道路 ．从 

频谱的角度看 ，可 以对系统增加一 凹槽滤波器 以抑 

制次谐的产生 ，从而达到控制混沌的 目的 J．控制方 

框 图如 图 1所示 ． 

1 l 】 滤 波 及馈 制 混 沌系 统 

Fig．1 Notch filter feedback control chaso system 

线性凹槽滤波器的传递 函数为 

G(s)= = 

P(s + )／(s +2 + 2 )． (2) 

其中，(29 为凹槽滤波器的固有频率 ， 为阻尼系数 ， 

P为反馈增益，其幅频 Bode图如图 2所示 ，显然，在 

(29=(29 处出现一凹槽 ，恰是这一具有单一频率滤波 

的特性 ，把系统从混沌运动滤成周期运动．而与传统 

的负反馈控制相比，如 h(Y)=Py，反馈增益 P必须 

大到足以改变原系统 的非线性特性 ；从应用的角度 

看 ，这是不太现实的 ．相反，利用凹槽滤波反馈控制 

器，相对小的反馈增益 即可实现引导系统从混沌运 

动转化为期望的低周期运动的 目的． 

O 

∞ 1OO 

馨 200 

10 o 10 

频 率 ／r．s一0 

其中，h= Pxl(t)一2&o．Px4(t)，系统输 出为 Y= 

．令 =e}，为推算方便，以下简记 }为 ．此时， 
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+2~w．Px4一Px1／e)． 

(4) 

系统(3)后二式 ，即凹槽滤波器系统模型的等价 

方程为 3+ 3+2e ， 3= 1．其相应的线性齐 

次方程 的通 解为 ： 

3=e一 (c1cos、／／1一e t+Czsin~／1一e 09 ￡)． 

注意当 t一 ∞ 时 ， 3(t)一 0．如果系统输出为 

周期 闭轨 ，则可令通式 1=Ccospt，P为周期输 出的 

频率 ，求得方程 3+ 3+2e ∥3= Ccospt的特 

解 为 

X,3 = Acospt+ Bsinpt 

2C( 2 一p2)cospt／(( —p2) +(2e ) )+ 

2eC~p 09 sinpt／(( 2 一p2) +(2e ) )． 

基 于系统输 出与 凹槽 滤 波器 产 生共 振 的原理 ， 

选择 09 ，使得 09 一 P， 2一 P 一 0．则有 

4 = 戈3 = 

2ec 蚴 coslD￡／(( —p2) +(2e ，ll0) )． 

令 

= 2eC ／(( 2 一p2) +(2e ) )= 

C／2e ， 

则 d= Bcospt． 

2．3 基 于 Melnikov方 法 的控 制 系统 分析 (The 

analysis of control systems based on M elnikov 

method) 

下面给 出基于 Melnikov方 法的控制 系统 的设 

计步骤 ： 

先确定 09，使得 09 一 P． 

没有凹槽滤波器的控制时，即反馈增益 P =0， 

被控系统(3)可简化为原 系统(1)，计算其 同宿轨道 

q。(t)的 Melnikov函数 M (to)，由引理 1判定系统 

(1)的庞加莱映射 p 具有 Smale马蹄变换意义下的 

混沌的参数条件． 

存在凹槽滤波反馈控制时，即反馈增益 P≠ 0． 

计算被控系统(4)的同宿轨道 q。(t)的 Melnikov函 

数 (to)： 
r+ ∞ 

』l (￡o)= (￡o)+P(2 u I ( )x4dt一 

1 r+ ∞ 

÷I ( ) 1dt)． 

给定 09 ，由上式解析出 (to)≠0的参数 P和 的 

条件，即系统(4)的庞加莱映射 p 具有 Smale马蹄 

变换 意义下 的混沌 消失 ，系统 的混沌运 动将破坏 ，最 

终导致 周期解 ． 

最后 ，计算 。内部周期轨道 q (t)的 Melnikov 

函数 (t0，P)．令 
rDT,7' 

(￡o，P)=I一 ( )g2(q (￡)，￡+to)d r一 
U 

f2( )g1(q (t)，t+to)dt， 

则 

(to，P)： 

rDT, 

J7l (￡o，P)+P(I 2 u fl( ) 4(￡+ 
√ U 

1 

to)dt一 ( ) 1(￡+to)dt)． 

给定 09 ，由引理2计算出 (to，P)=0，即存在周 

期解的参数 P和 r的条件． 

3 稳定性分析(Analysis of stability) 

前已述及在 。内部存在一簇周期闭轨 q (t)． 

在 0内作一次作 用量．角 变量 变换 ，再 作小扰 动变 

换和变量 替换 ，经过 平均 处 理得 到平 均 方程 的简化 

方程 【2J2．根据平 均法理论[引，平均 系统 的奇点 就相当 

于系统(4)的周期闭轨 ，因而用平均系统对奇点的稳 

定性分析的结论可以用到系统(4)的周期闭轨上去 ． 
3 

当 ( (to))<0时，此时奇点为鞍点，则 

对应的周期闭轨是不稳定的； 
3 

当 ( (to))>0时 ，此时奇点为中心．对 

中心不能只考虑式(4)的一次平均所得到的 O(√e) 

量级方程，需要更细致的分析 ，必须对式(4)进行二 

次平均，考虑 O(e)量级方程 ． 

二次平均后的系统的线性化矩阵 A为 ： 

厕  1莠( (￡。))1 

． ( ”)+ ( )‘p 翕(研 )J 
其中， (t0)为周期轨道的 Melnikov函数 ， = 

F：差gl+ g2，G：署gl+ g2， ， + ， + ， P 
和 G( )分别是 F，：—3再F和 G的平均 ，p为，的小扰 

d 1 ‘ 

动．由文[3]知，系统(4)周期闭轨的稳定性可由矩 

阵A的迹trA= 【F ( )+ (G( ))J来判定： 
若 trA >0，则中心是源型(不稳定)的，对应的 

次谐 解是不稳定 的 ． 

若 trA <0．则中心是汇 型(稳 定)的 ．对 应 的次 
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谐解是稳定 的． 

4 实例分析与数值仿真(Example analysis and 

numerical simulation) 

本文着重考虑一个典型的具有扰动作用的平面 

Hamilton混 沌动力 系统—— 软 弹簧 Duffing振 子 

1 1 ． 

+ 一寺Y+寺Y =Fcos~2t． (5) 
二  二  

其中，n =1rad／s， =0．168，F=0．21时系统出现 

混沌．软弹簧 Duffmg振子方程在力学、物理学和化 

学中有着广泛的应用 ，如结构振动，船体的颠覆 ，化 

学键的破坏等 ，大部分横向波动方程的轴 向张力扰 

动模型都可以转化为软弹簧 Duffing振子模 J． 

对软弹簧 Duffing振子施加凹槽滤波反馈控制 

器后 ，得到被控系统的模型 ： 

1 X2． 

2 = 一 2 + 
1( 

1 一 

3
1)+r(t)一 ，̂ (

6) 

3 X4， 

4 = 一 ( 
2
， 3— 2 u， 4+ 1． 

其 中，h=Pxl(t)一2 Px4(f)，系统的参考输人 

为 r(t)=Fcos~2t，系统输出为 Y= 1．令 = ， 

= e}，F= ，为计算方便，以下分别简记 ，}为 

， ． 

下面对被控系统作 Melnikov分析 ： 

先确定 ，使得 一 |0． 

没有凹槽滤波反馈时 ，被控系统可简化为原软 

弹簧 Duffing振子方程 ，其等价系统： 

f露1 X2， 

i 一￡ 2+ 1 一 31)+ 锄t． 
当 ￡=0时，式(7)为一 Hamilton系统，其 Hamilton 

量为 ： 

日(Xl,X2)：譬+吉(一誓+x44，／． 
式(7)存在 一个双曲鞍点 P。以及一条连结 P。的 

同宿轨道 q。(t)=(xo(t)，xo(t))，其 中， 

?(t)=45sech t ， 

一ch t蚰h杰· 
在 内部充满一簇 以 为参数 的周期轨道 

q (t)=( {(t)， (t))，其中 

dn(志  )’ 

一  

k2 
sn( ， )cn( ， )． 

其中，snu，cnu和 dnu为雅可比椭圆函数 ， 为椭圆 

函数的模 ，0< < 1，轨道对应的周期为 死 =2 

f2K( ) 为第一 

类完全椭圆积分． 

计算同宿轨道的 Melnikov函数 ，得到 

帆(fo)=l。xo(f)[fcos~2(f+fo)一貌2(f)]dt= 

一  + sin ． (8) 

当参数满足 

>R。(n)= 245

O 7r．
c。shn兀／ ， (9) 

jd 

Mu(to)具有不依赖 e的简单零点，则对充分小 

的￡，式(7)的庞加莱映射 p 具有 Smale马蹄变换意 

义下 的混沌 ． 

存在凹槽滤波反馈控制时，系统 的混沌运动将 

破坏 ，导致周期解 ．对于同宿轨道 q。(t)，即当系统 

输出 1= ?(t)时，求得其特解，并代人计算系统同 

宿轨道的 Melnikov函数 ： 

』Il (t0)=l。 2(t)[fcos~2(t+t0)一 2(t)一 

+2 (t) ： 

一 号 + in~2to + 

I 26onPx2(t)dx3(t)． (10) 

当 =0．O1，(U =1时，用 Mathematica软件包 

算得式(10)中的l xo(t)dx3(t)值为一1．0930．显 

然，由于l 2~o&Px2(t)dx3(t)的引入，使得式(10) 

的 Melnikov函数 (to)≠ 0，所 以系统的混沌运动 

将破坏，导致周期解 ． 

当系统输出为周期闭轨 ，凹槽滤波器方程为 

3+ ， 3+ 2￡ 3 = 

d ， )_ 

( + 蓥 c。s )． 
(11) 

其中，q：e-rd(／K, ：瓣 ， ( )：K(k，)， 
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上式右端包含无穷多个周期函数 ． 

现在 ，计算系统周期闭轨道的 Melnikov函数 ： 

(to，艿，f，P)= 

j。mT “ (fc。s力(￡+￡。)一 一 
n)+2~oJ,flPcosp(￡ ))d￡： 

一 l(m，n)一fsinY~toJ2(m，n，力)一 

2 ~BPsinptoJ2(玑，凡，P) 

其 中 

Jl(m，凡)= 

2√ (2一k (，n，凡))E(k(，n，凡))／(2一k (，n，凡))3／2_ 

4 芝k (，n，凡)K(k(，n，n))／(2一k (，n，凡))3／2， 

rO，凡 ≠ 1， 

J2(m,n,g2) i2兀． sech 与 } ，n： ， 

E( )：I d 

为第二类 完 全椭 圆积 分 ，轨道对 应 的周期 = 

2K( ) ：2m兀／ 凡． 

欲使 M7 (to， ，f，P)=0，须 凡=1．显然，选 

择合适的 P和 ，被控系统(6)将存在共振的次谐周 

期解 ． 

关于稳定性分析 ，对于本文的软弹簧 Duffing振 

子方程 ，有 ： 

( (to))= 

(一fcosg]to (m，凡，力)一 

2 尸c0s 0 -，2(m， ，ID))， 

对于鞍点，本文不予考虑 ；对中心，必须计算 仃A的 

值，因为计算过程 比较复杂而省略．其计算结果为： 

trA： 【 丽 + )]： 

一  (⋯ ) ． 
m 力(，)a， “ ” l，⋯ ‘ 

上式中 力(，)>0，Jl(m，凡)表示周期闭轨所围的面 

积，与作用量，成正比．所以， [-，l m， )]f，⋯ 
>0．也就是 trA <0，则被控系统的输出将存在稳 

定的周期闭轨 ． 

3 During振予的混沌l】及引子和被控系统的周期 

Fig．3 Numerical simulation of original system and controlled system 

(a) 周期 2轨道 (尸=O 39) (b) 周期 1轨道 (P：O．40) 

图 4 Duffing振子的被控系统的周期 2和周期 1解 

Fig．4 Period一2 orbit and period一1 orbit in the controlled Duri ng’S system 

下面给出依上述解析的参数条件而选择的反馈 时，系统 的混沌将破坏．数值仿真中，取 =0．01，则 

控制器参数的数值仿真 ，由式(1O)解得，P ≥ 0．28 P =0．3时，被控系统出现低周期解 ；原系统与被控 
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系统的仿真图如图 3所示．进一步增大控制增益，尸 

= 0．39时，被控系统出现 0内的稳定的周期 2解 ； 

P ：0．40时 ，被 控 系统 出现 内 的稳 定 的周 期 1 

解 ；仿真图如图4所示．当系统输出为周期 1解时，即 

： |0 = 60 = 1， 0， 1，q = 1．9039 X 10～ ， 

周期 1轨道的周期约为 2兀，仿真中可以通过示波器 

观察得到验证 ．由式(11)可得： 

4nq ￡ ， 、 

4 而 ‘4e@w．∞。 

0．0914cos(t)+O(￡ )． (12) 

对于周期 1轨道 的存在，式(12)证实了理论与实验 

结果基本上是相符的，不作细述． 

5 结论 (Conclusions) 

以往的文献提出的传统控制方法，较多地在控 

制 目标附近作局部线性近似，这种方法是有一定的 

缺陷的．本文利用凹槽滤波反馈控制器，把非周期的 

同宿轨道反馈到原系统 中，然后再“滤出”一个低周 

期解输出，从混沌微扰判据的数学解析角度来认识 

和控制混沌，并作了稳定性分析和数值仿真 ．结果表 

明，对具有扰动作用的平面 Hamilton混沌动力系统 ， 

可以通过增加一个简单的凹槽滤波器来引导系统从 

混沌运动转化为期望 的低周期运动，物理上易于实 

现，且施加能量小 (尸 =0．3)． 

另外，我们还利用凹槽滤波反馈控制器，推广应 

用于一大类典 型的混沌系统，如 Duffing—Holmes振 

子、强迫布鲁塞尔振子、Lorenz系统、复数洛仑兹 一 

哈肯超混沌系统等混沌动力系统，成功地引导系统 

从混沌运动转化为期望 的低周期运动 ，显得简单而 

有效 ，且控制代价非常小 ．这说明该方法具有一定的 

普适性 ，具 有 良好 的潜 在 应 用 前景 ．对 于 Lorenz 系 

统 ，按照广义 Hamilton系统的理论 ，原有 的三维系统 

在一定条件下可在辛叶(二维超平面)上约化为广义 

的二 维的 Hamilton系统 ，上述 的基 于 Melnikov方 法 

的控制系统的解析设计方法仍然适用，数学证明要 

复杂得多 ，我们将 另文给 出 ． 
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