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摘要 ：研究了具有球面约束条件 的飞机纵向运动数学模型 ．导出了飞机纵向运动控制系统在五维球 面上的整 

体化方程 ，展示了几何约束条件对飞机纵向运动控制 系统的影响 ．并且讨论 了具有球面约束条件 的飞机纵 向运动 

控制系统的局部能控性和局部能观测性以及飞机纵向运动控制系统的平衡态与五维球面测地线之间的关 系．这些 

研究结果对于进一步研究大范围飞机运动控制系统的设计和实现提供了理论依据 ． 
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M athematical model of airplane longitudinal motion with  

a geom etrical limitation 
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(1．College of Mathematics，Nankai University，Tianjin 300071，China； 

2．Science and Department of Automatic Control，Northwestern Polytechnical University，Xi’an 710072，China) 

Abslract-W e study the mathematical model of airplane longitudinal motion with a geometrical limitation．At first，we de— 

duce the generalized equation of the control system of airplane longitudinal motion on five-dimension sphere and show that the 

geometrical limitcondition affects on control system of airplanelongitudinalmo tion．Secondly，we discussthelocalcontmUabil- 

ity and local observability of control system of airplane longitudinal motion with a geometrical limitation，and study the relation 

between the equilibrium state of control system of airplane longitudinal motion and the geodesic of the five-dimension sphere． 

These results give a theoretical foundation for further studying the design and realization of control system of airplane’S large- 

scale mo tion ． 
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1 引言 (Introduction) 

近年来，飞机 的发展相当迅速．飞机不仅是人 

类生活中重要的交通运输工具，而且是现代军事战 

斗中重要的武器之一 ．在现代飞机的发展中，飞机的 

飞行控制系统是非常重要 的，寻求能精确描述飞机 

飞行控制系统的方法是飞机发展的迫切要求 ．随着 

现代控制理论的深入发展和飞机质量 的提高，人们 

在寻求各种方法来精确控制飞机飞行 ．特别是大范 

围非线性控制系统的深入研究，使人们逐步认识到 

状态空间的几何结构对控制系统有着重要 的影响 ， 

并 且在 理 论 方 面 已有 一些 研 究成 果，参见 文 献 

[1～6]．我们注意到，通常飞机控制系统总是 以欧氏 

空间为背景建立的．如果飞机在小范围内飞行，地球 

可以近似看成平坦 的；如果飞机在大范围内飞行，如 

跨越洲际飞行 ，在工程计算中，总是加入地球表面的 

曲率以克服飞机飞行控制系统 的误差 ．我们的想法 

是对于大范围飞行的飞机，直接建立一个在弯曲空 

间上的飞机飞行控制系统 ，而且在系统 的状态方程 

中直接包含有与弯曲空间的几何结构相关的量 ．我 

们还要求这种整体化方法建立的飞机飞行控制系统 

的状态方程当限制在局部小范 围内时 ，与通常我们 

以欧氏空间为背景建立的飞机飞行控制系统的状态 

方程是一致的． 

本文，作为一种应用，大范围考虑飞机保持稳定 

高度的飞行控制系统 ，为了刻画状态空间的几何结 

构对飞机飞行控制系统的影响，我们研究 了具有球 

面约束条件的飞机纵向运动数学模型．首先 ，将在地 

面和航迹坐标系下给出的飞机纵向运动方程转化为 
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飞机纵向运动控制系统的状态方程 ．其次，将具有球 

面约束条件的飞机纵向运动控制系统转化为建立在 

五维球面上的飞机纵向运动的非线性控制系统 ．给 

出了在球面的局部坐标系下，飞机纵向运动控制系 

统的整体化方程，展示 了球面的几何结构对飞机纵 

向运动控制系统的影响．最后 ，我们讨论了具有球面 

约束条件的飞机纵向运动控制系统的平衡态与球面 

测地线之间的内在联 系．这些研究结果对于进一步 

讨论大范围飞机运动控制系统的设计和实现提供了 

理论依据 ． 

2 飞机纵向运动控制系统 (The control sys— 

tems of airplane longitudinal motion) 

飞机在空间的运动可以分为纵向运动和侧向运 

动 ．本文，我们仅考虑飞机的纵向运动 ，即假定飞机 

的横向运动为零 ．分别取飞机飞行运动 的地面坐标 

系和航迹坐标系，参见文献[7 9]，由牛顿第二定律 

和动量矩定理可以推出飞机纵向运动方程如下： 

= COSy，2 = sin7， 

．
T D ． 
。。 一 —

m

—

～ gsm 7， 

： + sm a 一
旦 cos)'

， 

(2·1) 
y = 一 + 一  一 一  ， 

口 ： M
， ： g． 

其中 ( ，z)是飞行地面坐标， 是飞行 速度 (米 ／ 

秒)，y是航迹倾斜角(弧度)，a是迎角(弧度)，0是 

俯仰角(弧度)， 是引擎推力(牛顿)，D是空气动力 

阻力(牛顿)， 是空气动力升力(牛顿)，m是飞机质 

量(公斤)，g是重力加速度(9．8米 ／秒 )，q是俯仰 

角速度 (弧度 ／秒)，，是飞机 的转动惯 量 (公斤 · 

米 )， 是力矩(牛顿 ·米)．这里 ，我们假定各变量 

变化都在通常适用的范围内，比如迎角 口为小角度 

等．由于我们仅考虑飞机的纵向运动，假定侧滑角和 

机体航向角均为零 ，并且机体无滚转． 

下面将飞机纵向运动方程转化为飞机纵向运动 

控制系统的状态方程．在飞机飞行运动 的地面坐标 

系和航迹 坐标 系 下，设 飞 机运 动 的轨 迹 坐标 为 

( (t)，z(t))．实际中，为了保持飞机运动具有稳定 

的高度，飞机运动的航迹倾斜角 y和俯仰角加速度 
■ 

可以由引擎推力和力矩等来确定．根据运动方程 
J 

(2．1)，为 了考虑 问题 的方便，我们直接假定飞机的 
■ 

航迹倾斜角 y和俯仰角加】墨~厦 11"1是可以控制调节 
J 

的 ，于是令 

fXI㈩： )， f)= )， f)= ， 
㈩ ： ， 

l (f)：c。sy(f)， (f)：siny(f)， (f)： M． 
(2．2) 

记 X(t)：(X (t)，X (t)，X (t)，X (t)，X (t))为 

状态向量 ， (t)： ( (t)， (t)， (t))为输入控 

制量 ，由(2．1)式可以推出飞机纵向运动控制系统为 

f =f(X㈩ ， (2．3) 
Y(t)= h(X(t))． 

其中 Y(t)=h(X(t))是输出方程， 

厂(X(t)，12,(t))= 

( (t)，f (t)，f (t)，f (t)，f (t))， 

(t)=X (t)，f (t)： X4(t)， 

f3(f)： c。s (f)一 (f)一 (f)， 

厂 ( )= sin ( )+ ( )一 ( )一g， 

厂 (t)： (t)． 

3 飞机纵 向运动控 制 系统的整体 化方 程 

(111e generalized equations of the control sys— 

tems of airplane longitudinal motion) 

如果大范围考虑飞机绕地球飞行运动的轨迹 ， 

由于地心引力的作用 ，飞机运动的轨迹总是一条三 

维空间中的曲线．为了大范 围研究飞机保持稳定高 

度的飞行运动，我们用几何方法研究 ：如果飞机的飞 

行运动的轨迹受到某些条件约束的话，飞机的纵 向 

运动控制系统将受到哪些 限制 ，即我们将给出具有 

几何约束条件的飞机纵向运动控制 系统 的整体化 

方程 ． 

我们考虑飞机飞行运动 的轨迹是一条球面曲 

线 ，为了便于整体化处理，假定飞机纵向运动控制系 

统的状态向量是五维球面 S (r)上的切 向量场，参 

见文献[5，6，10，11]．5 (r)上具有从 上诱导的黎 

曼度量 G，设 D为S (r)上度量 G的Levi—Civita联 

络．取 S (r)的局部坐标邻域 ： 

(U， ， 2， 3， 4， 5)= 

{( ， 2， 3， 4， 5)∈ U，0< <27r， 

i=l，2，3，4，一詈< <詈． (3．1) 

在此坐标邻域下，球面 S (r)可以参数表示为 ： 

( ， ， ， ， )= 
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{r cosep cosep cosep cosep cosep ， 

r sin cosep cosep3cosep cosep 
， 

r sin cosep3cosep cosep5
， 

r sincp3cos 4cos 5
， 

r sin cosep ，rsin~ }． (3．2) 

对于飞机纵向运动控制系统(2．3)，其状态向量 

场 X(t)是球面 S (r)的一个切向量场．设 X(t)的 

附属曲线 (t)：[a，b]一 S (r)是 -s (r)上一条嵌 

入曲线， ([a，b])c U，并且 X(t)=x(a(t))．利 

用 -s (r)上 的 Levi—Civita联 络 D，则 dX
d

(
t

t)
=  

D (t)，于是 ，飞机纵 向运动控制 系统(2．3)的状 

态方程在 Ss(r)上的局部坐标邻域(U， ， ， ， 

， )下可以表示为： 

+枣 ( ㈤) ) ：， )， ： ”I5’ 
(3．3) 

经计算 S (r)的联络系数可得 ：在球面约束条件下， 

飞机纵向运动控制系统的整体化方程为： 

-tan t)警 ㈤ )一 
tan t) +X3(t) )一 

tan t)警+ ) )一 

tan t) + )警)=x3( 
dX

d2 (t)+吉s ㈤ t) 一 

tan ) +x3(t)警)一 

tan ㈤ + ㈤警)一 

tan s(t)( (t) + (t)警)： (t)． 
dX

d

3

￡

(t)+ 1 。 2 iIl2 t) t) + 

吉siIl2 s(t) (t) d22一tan (t)( (t) + 

x4(t) )-tan2~( ㈩  + t) )： 

c。s (t)一Dul(t)
一

L
u2(t)， 

m ，n m  

+_c01 s2 。 ㈩ · 

siIl2 t) t) + 

吉c。s2 (t)siIl2 (t) (t) d22+ 

吉siIl2 (t) (t) 一 

tan ) + )警)= 
sin (t)+D

m

u2(
m  

t)一 (t)一g， 
，n m  

+ 
1 2 ㈩ · 

c。s2 (t)c。S2／~4(t)sin22S(t) (t) + 

1 
c。s2 (t)c。s22 (t)siIl2 (t) (t)警+ 

吉c。s22 (t)siIl2 (t) (t) + 

吉siIl2 (t) (t)警= 
(t) 

为了方便 ，记上述方程组为(3．4)．这是一个一阶非 

线性常微分方程组，根据常微分方程组理论 ，见文献 

[12]，在给定了初始值 x(a(0))= Xo，则局部存在 

满足初值的唯一解 X(t)．方程组(3．4)展示 了球面 

约束条件对飞机纵 向运动控制系统的影响，也刻 画 

了大范围考虑飞机保持稳定高度的飞行运动规律． 

特别，当对系统取消这种球面约束条件 ，局部考虑飞 

机纵向飞行运动，此时，联络系数r；；0，i， ，k= 
l，⋯ ，5．从方程组 (3．4)就可 以得 到通常欧氏空 间 

下的飞机纵向运动控制系统的状态方程组 ． 

4 飞机纵向运动控制系统的能控性和能观 

测性(The controllability and observability of 

system of airplane longitudinal motion) 

为了更精确地描述飞机纵 向飞行运动 ，在五维 

球面 -s (r)的局部坐标邻域 (U， ， ， ， ， ) 

下 ，考虑状态向量场 X(t)的附属曲线 (t)为 X(t) 

的状态曲线 ，即 

)= d2
= 妻

i 

．

=l 

于是 (t)= ， =l，⋯，5，将此式代人方程组 

(3．4)可得状态曲线 (t)满足的一个二阶非线性常 

微分方程组 ，根据常微分方程组理论 ，见文献[12]， 

在给定 了初值 (o)=p， (o)：Xo，则局部总存 

在满足初值的唯一解 ．由于状态 曲线是状态 向量场 

的积分 曲线 ．所以状态 曲线 满 足的方 程 绢是 大范 围 
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考虑飞机保持稳定高度的飞行运动轨迹曲线所满足 

的方程 ． 

状态曲线满足的方程组是非常重要的，从此方 

程组出发，我们可以进一步研究飞机纵 向运动控制 

系统的平衡态与五维球面测地线之间的关 系，以及 

具有球面约束条件的飞机纵向运动控制系统的局部 

能控性和局部能观测性 ，参见文献[5，6]． 

如果我们考虑飞机纵 向运动控制系统的平衡 
J V  

态 ，即 =
．厂(X(t)，M(t))=0，那么，利用微分几 

何知识可知 ：此时 ，状态 向量场 X(t)的状态曲线 

(t)是五维球面 S (r)上的测地线 ，即中心在球心 

的大圆弧．反之，若状态曲线 (t)为球面 S (r)上 
J 1 

的测地线，则沿着 (t)的切向量场 X(t)= 必为 
U  

飞机纵向运动控制系统的平衡态 ．因此，我们可以将 

此结果总结为下述定理 ： 

定理 1 具有球面约束条件的飞机纵向运动控 

制系统(3．4)的状态向量场 X(t)是系统的平衡态的 

充要条件是 X(t)的积分曲线是球面 S (r)上 中心 

在球心的大圆弧 ． 

另一方面，我们可以研究具有球面约束条件的 

飞机纵 向运动控制系统的局部能控性和局部能观测 

性 ．利用状态曲线满足的常微分方程组解的局部存 

在唯一性和解对初值的连续依赖性，类似于文献[5] 

中定理的证明，可以得到下述定理 ： 

定理 2 具有球面约束条件的飞机纵向运动控 

制系统(3．4)是局部能控的和局部能观测的 ． 

值得注意的是：这里我们在整体化意义下谈到 

的“局部”和“坐标邻域”与通常意义下的“局部”和 

“坐标邻域”是有区别的，在整体化意义下的“局部” 

和“坐标邻域”可以是一个 比较大的范围．例如球面 

的一个坐标邻域可以是不包括大圆的开半球 ． 

5．结论(Conclusions) 

本文，我们采用 了黎曼几何方法研究了飞机保 

持稳定高度的大范围飞行控制系统的数学模 型，将 

具有球面约束条件的飞机纵向运动控制系统转化为 

建立在五维球面上的飞机纵向运动的非线性控制系 

统 ．在球面的局部坐标系下 ，给出了飞机纵向运动控 

制系统的整体化方程 ．这样的方程 中包含了与球面 

几何结构相关的联络系数项 ，反映了球面的几何结 

构对飞机纵向运动控制系统 的影响．从这种整体化 

方程人手，我们进一步研究了飞机纵 向运动控制系 

统的局部能控性、局部能观测性 ，以及系统的平衡态 

与五维球面测地线之间的关系 ．虽然，这里只研究了 

飞机纵向运动控制系统的数学模型，但是，这里所介 

绍的研究问题的方法具有广泛的适用性 ． 
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