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摘要：采用线性矩阵不等式(um)方法研究离散事件状态转移条件为状态依赖的参数摄动线性混杂离散系统 

的鲁棒稳定性问题 ，提出此类系统全局鲁棒渐近稳定性判定定理，基于分段 Lyapunov函数给出了一般混杂离散系 

统在 Lyapunov意义下局部稳定的判定定理，该定理可将线性混杂离散系统的稳定性问题转化为 LMI问题，在此基 

础上提出了参数摄动线性混杂离散系统在 Lyapunov意义下局部鲁棒稳定的充分条件 ． 
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Robust stability of hybrid discrete systems 

with parameter perturbation 

ZHANG Ni ．、vU Tie-jtm 

(1．Department of Automation，Zhejiang University of Technology，laang~ u 310032，(~"tilla； 

2．National laboratory for Industrial Control Technology，Zhejiang University，Hangzhou 310027，China) 

Abs喇 ：With the linear matrix inequality(LMI)method，this paper investigates the robust stability ofgeneral linear hy— 

brid discrete systems with parameter pemubation．The sufficient conditions for global robust asymptotic stability aIe proposed． 

Based on the multiple Lyapunov functions，the sufficient conditions file presented for local Lyapunov stability of general hybrid 

discrete systems．By applying the result，the stability problems  of the linear hybrid discrete systems  can be formulated as the 

LMI problems ．Furdaermore，the sufficient conditions are derived for local robust Lyapunov stability ofthe linear hybrid discrete 

systems with parameter perturbation． 
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1 引言(Introduction) 

近几年来，混杂系统的分析与控制已成为计算 

机科学和控制科学的研究热点．混杂系统是由离散 

事件动态系统与连续时间动态系统或离散时问动态 

系统相互混合、相互作用而形成的统一动态系统 ．这 

种混合性在控制系统中普遍存在：如机器人、容错飞 

行控制以及工业生产过程的调度、监控等．混杂系统 

通常可分为两类：一类由连续时间动态系统和离散 

事件动态系统构成，称为混杂连续系统；另一类由离 

散时间动态系统和离散事件动态系统构成，称为混 

杂离散系统．目前，有关混杂系统方面的研究主要针 

对混杂连续系统进行，对混杂离散系统的研究则 比 

较少．由于控制系统中数字计算机的普遍应用，混杂 

离散系统在实际中广泛存在，因此非常有必要对其 

进行深入研究 ． 

* 基金项目：浙江省教育厅科技项目基金(20~0432)资助项目 

收稿 日期：2000—12—26；收修改稿 日期：2001—12—07． 

在混杂离散系统稳定性研究领域，Branick~ J将 
传统 Lyapunov理论向混杂系统扩展，采用多个 Lya— 

punov函数判断混杂离散系统的稳定性，给出了混 

杂离散系统在 Lyapunov意义下稳定的充分条件． 

Soh12 J通过分析系统状态转移矩阵的特征根来判定 

参数不确定周期线性混杂离散系统的稳定性，这种 

方法对于非周期混杂系统并不适用． 

本文研究离散事件状态转移条件为状态依赖的 

参数摄动线性混杂离散系统，由于这类系统具有非周 

期离散事件 状态切换序列，其鲁棒稳定性分析方法需 

特别加以研究．本文提出了此类系统全局鲁棒渐近稳 

定的判定条件，基于分段 Lyapunov函数给出了该类 

系统在 Lyapunov意义下局部鲁棒稳定的充分条件． 

2 系统描述(System description) 

考虑如下参数摄动线性混杂离散系统： 
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(k+1)：(A(，n(k))+△A(，n(k)，k)) (k)， 

(1) 

m(k )= ( (k)，m(k))． (2) 

其中， (k)∈ 为离散时间状态，m(k)∈ = 

{m ．．，m，v}为离散事件状态， 为离散事件状态转 

移函数．A(m(k))为适维矩阵，当 m(k)= m／时， 

A(re(k))=Af，且Af∈ {A1，⋯，A，v}．△ (m(k)，k)为 

时变参数摄动阵，当 m(k)=魄 时， (m(k)，k)= 

AA (k)，其中 f(k)∈ {AA ．-， ，v(k)}，并满足： 

AA (k)=E (k)F ，且 (后) i(k)≤1． 

式中，E ， 均为已知定常阵， (k)为未知时变函 

数阵． 

不失一般性，本文假设线性混杂离散系统离散 

时间状态空间的原点 (以下简称原点)为平衡点， 

即：若对某个 k。≥0有 (k。)=0，则对于任意 k≥ 

k。， (k)三0． 

3 全局鲁棒渐近稳定性(Global robust asymp— 

t0tic stability) 

定义 1 若参数摄动线性混杂离散系统(1)， 

(2)的平衡点 (k)：0对于任意初始混杂状态(以 

下简称初始状态)是鲁棒渐近稳定的，则该平衡点 

是全局鲁棒渐近稳定的． 

引理 113J 设 E， ，F是具有适当维数的矩阵， 

则对任意常数 ￡>0及所有满足 T≤，的矩阵 ， 

以下不等式成立： 

EZF + FT TET≤ eEET+ ￡一 FTF
．  

定理 1 参数摄动线性混杂离散系统(1)，(2) 

原点全局鲁棒渐近稳定的充分条件是：对所有 i∈ 

{1，⋯，J7v}，存在适当正数 ￡ >0和一个正定对称矩 

阵 P使得如下 LMI成立 ： 

r P一￡ FTfFi —ATP 0] 

I —PAf P PEi l>0． (3) 
L 0 E Tp ￡7

1 

1ii 

证 选取函数 V( (k))： T(k)Px(k)，其中 

P为正定对称阵，则 V( (k))正定．采用 V( (k)) 

作为混杂离散系统(1)，(2)在整个混杂状态空间中 

的能量函数．由于： 

AV( (k))= T(k)(A +E i(k)F )TP(A + 

E f(k) ) (k)一 T(k)Px(k)． 

由矩阵的 Schur补【 J可知，△ ( (k))<0等价于： 

f P 一(Ai+E i(k) )T1 I
一 (A +E (Jc)Fi) p-1 J>0· 

对上式分别左乘和右乘矩阵【0I ；]，可得： 

【一 一三 p]一【 ] c k 。ETiP]一 

【 ． ) o]>0． 
因为 ’(k)Z (k)≤，，由引理 1可知：上式成立，若 

存在常数 ￡￡>0使得 

『P一￡-f 1，T —AIp 1 

【 一 f P 船 ETPJ> 

由矩阵的 Schur补可知，该式等价于式(3)． 

因此如果式(3)对所有 ∈ {1，⋯，Ⅳ}都成立， 

那么无论该混杂系统的离散事件状态切换次序如何 

都有 △V( (k))<0． 

因为混杂离散系统(1)，(2)是一个自治系统 ， 

其离散事件状态的转移条件又是状态依赖的，所以 

该混杂系统的离散事件状态切换次序完全由初始状 

态决定．既然 AV( (k))<0对该混杂系统的任何 

离散事件状态切换次序都成立，那么这也就意味对 

于任意初始状态，△V( (k))<0成立． 

又因为当 lI (k)lI一 ∞时，有 V( (k))一 

∞，所以此时参数摄动线性混杂离散系统(1)，(2) 

的原点是全局鲁棒渐近稳定的． 

4 局部鲁棒 Lyapunov稳定性(Local robust 

Lyapunov stability) 

在某些混杂离散系统中，其离散时间动态子系 

统并不都是稳定的，但通过合理的切换可使整个混 

杂系统保持稳定，也就是说这些混杂离散系统的稳 

定性只对某些特殊的离散事件状态切换序列成立． 

对于一个已设计好的混杂离散系统(1)，(2)来说，离 

散事件状态切换次序由初始状态决定，所以，如果混 

杂离散系统包含不稳定的离散时间子系统，那么其 

稳定性只可能对某些初始状态成立，即该混杂离散 

系统的稳定性是局部的．本节采用分段 Lyapunov函 

数对这种情况进行研究． 

4．1 混杂离散系统的局部 Lyapunov稳定性(LDcal 

Lyapunov stability of hybrid discrete systems) 

考虑如下一般混杂离散系统： 

(k+1)=f( (k)，，n(k))， (4) 

m(k )= ( (k)，m(k))． (5) 

其中，
．
厂(·，·)为 n维向量函数，其余符号定义同前． 

不失一般性，假设混杂离散系统离散时间状态空间 

的原点(以下简称原点)为平衡点，即：若对某个 k 
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≥0有 (k )=0，则对于任意 k≥ k ， (k)；0． 

对于给定的初始状态( (0)，m(0))，将一般混 

杂离散系统(4)，(5)的混杂状态运行空间 力划分成 

2个区域 口(g∈口={1，⋯，2})，令 ；c 表示 口 

的离散时间状态集 ， c M表示 的离散事件状 

态集．定义从区域n，到n (厂，g∈ ，厂≠g)的切换 

集 以詹为： 

Afg={( (k)，m(k))l若对( (k)，m(k))∈ ，， 

有( (k )，m(k ))∈ }． (6) 

是混杂状态轨迹从 到 所穿过的 边界点 

的集合．令以石c 表示 的离散时间状态集， 

馆 c M表示 的离散事件状态集．令 厶 ={(厂， 

g)l以詹≠ 0}． 

令区域 n，的 Lyapunov函数为 ( (k))，则整 

个混杂离散系统运行空间 内的 Lyapunov函数 

( (k))为： 

V( (k))= ( (k))，当( (k)，，n(k))∈ r时． 

(7) 

定理 2 对一般混杂离散系统(7)，(8)及给定 

的初始状态 ( (0)，m(O))，如果对所有 厂∈ ，当 

( (k)，m(k))∈ ，时，存在 ( (k))使得： 

1)V／x(后))正定，当( (k)，m(k))∈ f时； 

2)△V／x(k))≤0，当( (k)，m(k))∈ ，，其 
中△ ( (k))= ( (后+1))一 ( (k))； 

3) ( (k+1))一 ( (k))≤0，当(f，g)∈ 

厶，且 (k)∈以五． 
f 

则该混杂离散系统原点为混杂状态空间 =U ， 

内Lyapunov稳定． 

证 当条件 1)满足时，由式(7)定义的整个混 

杂离 散 系 统 运 行 空 间 n 内 的 Lyapunov函数 

( (k))正定．因为 当( (k)，m(k))∈ ，时， 

AV(x(k))=／',Vi(x(k))；当(厂，g)∈ {(厂，g)I 

≠0}，且 (k)∈以磊时，AV(x(k))= ( (k+1)) 
一  ( (k))；所以条件2)和3)保证△ ( (k))≤0． 

因此，此时混杂离散系统(7)，(8)的原点为混杂状 
f 

态空间 = ，内Lyapunov稳定． 

4．2 参数摄动线性混杂离散系统的局部鲁棒 Lya． 

punov稳定性(Local robust Lyapunov stability 

of linear hybrid discrete systems with parameter 

perturbation) 

本节采用分段二次型 Lyapunov函数研究参数 

摄动线性混杂离散系统(1)，(2)的鲁棒稳定性，区域 

的划分 遵循 以 F规 贝0：混 杂 状 态 轨 迹 不 允 许 从 包 含 

原点的区域运行到不包含原点的区域． 

为了能利用 S-procedure[ ]将鲁棒稳定性条件表 

示为uⅢ形式， 和以磊必须用二次等式或不等式 

描述．下面分两种情况叙述 ，以磊，的表示形式： 
1)当 不包含原点时． 

采用如下形式表示： 

f ， 

tR = { ∈腿 I T ≥o}，s=1，⋯， 
．  

(8) 

以磊表示为： 

f rnl ， 
【且 ={ ∈监 l T-- 詹r ≥O}，r=1，⋯，％． 

(9) 

式(8)，(9)中 )： ’】' ∈ 
n+ ×‘n ¨

， ∈蕊‘n+ ×‘n+ 均为对称阵． 

2)当 包含原点时． 

分别用 ，对称阵 ∈ 和 ∈ 代 

替(8)和(9)中的耍， 和-- 詹r，可得此种情况下 ， 

A磊的表示形式． 

注1式(8)，(9)表明： nl 和，nl 所表示的 
区域分别大于或等于 和以磊．在分析稳定性时，需 

注意不能使 和rn1 所表示的区域过大，否则 
会使相应的线性矩阵不等式无解． 

令： 

c =【 ；]，豆 c =【 后’]， 
( )=[ ( ) 0]， ( )(后)= ( )(后)． 

其中，当 m(k)=m 时， 

( )= Ai， ( )= Ei， 

( )=Fi， ( )(k)= (k)． 

则式(1)描述的离散时间状态方程可整理为： 

(k+1)=( ( )+豆 ( ) ( )(后) ( )) (后)． 

(1O) 

定理 3 如果对所有 厂∈ ，当( (后)，m(后)) 

∈ 时有 ： 

1)若 ，不包含原点，存在正定对称阵 ∈ 

]盈‘ ‘ 
，标量 (m(后))>o， ≥o，‰ >0， 

≥O((厂，g)∈ 厶)满足下述 LMI．_ 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


734 控 制 理 论 与 应 用 19卷 

lb) 

一 ∈ (m(k)-T川 ( )一∑ 一 ( ) 0 
： 1 

一  A ( ) 

0 

+ g — e-馆-I -~T
l +) (f+)一∑ 

r=1 

一  A ( ) 

0 

其中，当 k= i时，混杂状态轨迹由 nr切换到n ， 

m(i )E ng．当 不包含原点时，Pg=Pg， =0， 

Pg E R(” ) (“ )； 当 ng包 含 原 点 时，户g ： 

【 三]， ：【三 ]， ∈ xn，标量 >。． 
2)若 nr包含原点，分别用正定对称阵 Pr E 

， E ，标量 (m(k))>0， ≥0，％ > 

0，％ ≥0，矩阵A ( )， ( )， ( )，A ( +)，E ( +)， 

Fro( +)，对称阵 ∈ 和 ∈ 代替条件 

la)，lb)中的 ，P—g， (m(后))>0， ≥0，‰ >0， 

石 ≥ 0，A ( )，E ( )，F ( )，A ( )，E ( )，F (f+)， 

和 ，去掉 lb)中的矩阵 ，可得此种情况下必 

须满足的两个条件．对应于条件 la)和 lb)，这两个 

条件分别称为 2a)和 2b)． 

那么，参数摄动线性混杂离散系统(1)，(2)的原 

点为混杂 状态 空间 n =U n，内鲁棒 Lyapunov 

Pf PfE 

B
-T 

( ) ∈ (m(后))， 

一 ^
-- Tm( +)声g 

P g 

B
- Tm( +)声g 

≥ 0， 

≥ 0． 

稳定 ． 

证 下面分两种情况证明： 

1)当 ( (k)，m(k))E nr，且 nr不包含原 

点时 ． 

选取如下二次型函数 ( (k))： 

( (k))= T(k) (k)． 

其中， E R(“ ) ( 为正定对称阵．因为 r正 

定，所以 ( (k))正定．由式(10)可知： 

△ ( (后))= 

T(后)( ( )+ ( ) ( )(后) ( ))T ( ( )+ 

( )52 ( )(k) ( )) (k)一 T(后) r (k)． 

由式(8)及 S-procedure[ J可知，当： 

一 ( ( )+ ( ) ( )(后) ( ))T ( ( )+ 

( ) ( )(后) ( ))一∑ ≥0 

时，对于 ( (k)，m(k))∈ ，有 △ ( (k))≤0． 

由矩阵 Schur补[ ]可知，上式等价于： 

l 一∑ 一( )+ ) )( ) ))T I l
一 ( +E一 (后) ， ) 。 j≥u’ L一(A ( )+ ( ) ( )(后)F，几( )) J 

以下证明步骤与定理 I相似．因此当条件 la)满足 V,fx<i+1))一 ( ( ))= 

时，对于 ( (后)，m(后))E ，有：△ ( (后))≤0． T( )( ( +)+E—ra(i+) ( +)( +) ( +)) r ( (f+)+ 

当 后= 时，混杂状态轨迹由 切换到ng， ( +) 
(f+)( +) (f+)) ( )一 2’ )Psi( )． 

( (i )，m( ))E ，以下分两种情况讨论： 由式(9)
，S-pmcedure和矩阵 Schur补可知，若存在 

① 若 不包含原点，那么： ≥0使： 

那么对 ( ( )，m( ))E ，有 ( (i+1))一 

( ( ))≤0．以下推导过程与定理 1类似． 

因此当条件 lb)满足时，对于 ( (i)，m(i))E 

一

( m(j_+)+云m( 三 )( ) m(f ))T]≥。 ； j 
，(／，g)E ，̂，有 ( (i+1))一 ( ( ))≤0． 

② 若 n 包含原点． 

由于这 种 情况 下，ng的 Lyapunov函数 为： 

“ ，  
O  m 。  

一P 

一F  

一 
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( (后))= (后) (k)(详见下文说明)，因此： 

( (i+1))一 ( (i))= 

T(i)(Am( +)+Elm(f+) ( +)(i ) Tm(f+)W (A ( +)+ 

E ( +) (f+)( ) Tm( +)) (i)一牙 (i) (i)= 

牙 ( )( (f+)+ ( +) ( (i ) ( +)) (74 ( +)+ 

E ( +) (f+)( )F (1+))牙(i)一 

(i) ，孟( )一 ( ) (i)． 

其中， =[P。g ]， ：[。0 ]， >。． 
再采用与上面类似的推导方法可得：当条件 1b) 

满足时，对于 ( (i)，m(i))∈A詹，(厂，g)∈厶有 

( (i+1))一 ( (i))≤0． 

2)当 ( (后)，m(后))∈n，，且 n，包含原点时． 

因为原点为平衡点，所以为了保证 v(o)=0， 

对于包含原点的区域，选取 Lyapunov函数形式为： 

( (后))= 。 (后) (后)． 

其中，P，∈ 为正定对称阵． 

因为区域的划分保证混杂状态轨迹不会从包含 

原点的区域运行到不包含原点的区域，所以采用与 

上面相似的方法可证明：当条件 2a)，2b)满足时，对 

于 ( (后)，m(后)) ∈ n，， 有 ( (后))正 定， 

△VAx(后))≤0，对于( (i)，m(i))∈ ，(f，g)∈ 

，有 ( ( +1))一 ( (i))≤0． 

综上所述，根据定理 2可知：当条件 1a)，1b)或 

2a)，2b)成立时，参数摄动线性混杂离散系统(1)， 

(2)的原点为混杂状态空间 n =Un，内鲁棒 Lya． 

punov稳定． 

5 仿真实例(Simulation results) 

图 1所示为所考虑的参数摄动线性混杂离散系 

统的离散事件状态转移图． 

图 l 离敞事件状态转移图 
Fig．1 The discrete event state chart 

图 1中离散事件状态 m1，m2，m3，m4所对应的 

离散时间动态分别描述如下： 

(后+1)=(A1+△A1) (后)， 

当 m(后)=m1或 m(后)=m3时； 

(后+1)=(A2+△ 2) (JI：)， 

当 m(后)=m2或 m(后)=m4时． 

其中： 
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f _1 21l△A。： )Fll A1 【0
． 1．0 J，△A1 E1 1( )F1， 

且E。= 0．1]， 后)=c0s( F。=[0．1 0．1]． 

【 2 o． = (k)F2， 

且E =[吕：：]， (后)=c。s(后)，F =[。．2。．2]． 
图 1中离散事件 e1，e2，e3，e4，。5发生的条件如下 

给出 ： 

e1： (后)到达状态集{ ∈ I 2一 1≤0}， 

e2： (k)到达状态集{ ∈ I 2一 1≥0}， 

e3： (k)到达状态集{ ∈ I( 1≥一0．5)n 

( 2一 1≤0)}， 

e4： ( )到达状态集{ ∈癣 I 2—2．75x1<0}， 

e5： (后)到达状态集{ ∈ I 2—0．36x1>0}． 

当初始状态为([0．3 0．826]T，m1)时，该参数摄动 

线性混杂离散系统离散时间状态轨迹如图2所示．从图 

2可看出，m1和m2沿直线 Sl2来回切换，使系统产生滑 

模运动(滑模运动是一种特殊的混杂动态行为)，当 1 

>一0．5时，混杂离散系统脱离滑模运动状态． 

I 

图 2 当初始状态为 ([0．3 0．826] ，mj)时，参数 

摄动线性混杂离散系统离散时问状态轨迹 
Fig．2 Simulation of the perturbed linear hybrid discrete 

system with initial state([0．3 0．826] ，m1) 

图 2中： 

S12={ ∈ ＆2 I 2一 1=0}， 

S34={ ∈ ＆2 I 2—2．75x1=0}， 

S43={ ∈ ＆2 I 2—0．36x1=0}， 

S13={ ∈ ＆2 I( 1+0．5=0)n ( 2一 1)≤0}． 

根据定理 3求解相关的I．aM／，得到以下 5个解： 

『7．6745 8．9391 1 『0．1398 0．14901 【
8．9391 28．6942J’ 2 【0

．

1490 3．2756J， 

『0．0429 —0．O6471 『0．0313 —0．01681 
^ 一 I J — l I 一  

0．0647 0．7577 J 一【_0
．

0168 0．0411 J’ 

f0．O012 0．0O041 

L0．0O04 0．O0121。 
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可验证，这 5个解满足定理 3的条件 2a)，2b)， 

所以该参数摄动线性混杂离散系统是鲁棒稳定的．所 

得到的5个 Lyapunov函数的使用区域如图3，4所示： 

^ 
。 ／ 

／＼ 
I 

图3 一1 x(i=1，⋯，4)的使用 域 

Fig．3 The regions where x(i=l，一，4)are used 

Fig．4 

图 3中： 

⋯ 一  

4 —3 —2 一l O l 2 3 4 

1 

图 4 Vs=x。。。1尸5X的使用区域 

The region where =x。 P5x is used 

· ／'21={( (k)，，n(k))I( 2一 1>0)n ( 2 

+ 1≥0)，m(k)=m1}，为 1=xTp1 的使用区 

域；A12： {( ( )，，n( ))} 2+ 1=0，，n( )= 

m1}，为混杂状态由n2到 n3的切换集； 
· n2={( ( )，，n(k))J( 2+ 1<0)n ( 2 

+0．2x1≥0)，m( )=m1}，为 =xTp2 的使用 

区域；A23={( (k)，，n(k))J 2+0．2x1=0，，n(k) 

=m1}，为混杂状态由n1到 n2的切换集； 
· n3={( ( )，m(k))I( 2+0．2x1<0)n 

( 2≥0)，m(k)=m1}，为 =XTP3 的使用区域； 

A34={( (k)，m(k))J 2=0，m(k)=ml}，为混 

杂状态由 n3到 n4的切换集； 

· n4={( ( )，，n(k))J( 2<0)n( 2一 1 

≥0)，m(k)=m1}，为 =XTP4 的使用区域；A45 

= {( (k)，，n(k))J 2一 1=0，，n(k)=，n1}，为混 

杂状态由n4到 n 的切换集． 

图 4中： 

· n5：{( (k)，m(k))J( 2—0．36x1<0)n 

( 2—2．75x1≥0)，m(k)：m1或 m2，m3，m4}为 

= XTP5 的使用区域，即：在n5内， 为m1，m2，m3 

和 m4的共同Lyapunov函数． 

由图 3和图4可知，该参数摄动线性混杂离散 
5 

系统的鲁棒稳定区域为 n =Unf． 
i=I 

当初始状态为([0．3 0．89．6 3T，m1)时，系统 

Lyapunov函数随时间的变化情况如图5所示．图2， 

5表明利用这 5个 Lyapunov函数判定该参数摄动线 

性混杂离散系统的鲁棒稳定性是有效的． 
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