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基于 LMI的多模型鲁棒预测控制 

李亚东 ，李少远 
(上海交通大学 自动化研究所，上海 2oo030) 

摘要 ：用线性矩阵不等式(uⅢ)方法研究多模型鲁棒预测控制，提出了状态反馈的综合方 法，并分析 了闭环系 

统的可行性，同时证明闭环系统渐近稳定．在此基础上，研究了带终端零状态的有限优化时域预测控制和无穷优化 

时域预测控制的性能 ，证明了两者在性能上的一致性 ． 
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LM I based multi-model robust predictive control 

LI Ya-dong．U  Shao-yuan 

(Institute ofAutomation，Shanghai JiaotongUniversity，Shanghai 2OO030，Olina) 

Abstl-~ l INs paper studies multi-model robust predictive control using LMI，addresses synthesis method of state feed- 

back，analyses the feasibility of close loop system and proves that the closed loop system is asymptotically stable．Also the dif- 

ferences between the fmite opti／ilizalJon holJ_zon predictive control with terminal z∞ state ctmstrdints and infinite optJmizl~Oll 

horizon predictive conlrol ale studied andthe consistency ofthe two system ’s perrcm anee is proved
．  
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1 引言(Introduction) 

预测控制作为 7O年代后期在工业过程领域 内 

发展起来的一类新型计算机控制算法 ，在生产过程 

控制 中得到了广泛的应用 ．它是基于模型预测控制 、 

滚动时域优化，并结合在线反馈校正的优化控制方 

法．目前 ，预测控制研究的一个主要缺陷是处理模型 

不确定性的能力不够⋯1，而文[2]指出带有不确定的 

非线性时变系统可通过全局线性化的方法转化为线 

性微分包系统 ，因此分析在线性微分包框架下 的预 

测控制的设计方法和性能成为一个研究热点 ．由于 

范围广泛的一系列控制理论及应用与综合 问题 ，如 

鲁棒问题 ，非线性控制 ，H 问题等，能够转化为标准 

的线性矩阵不等式(LMI)问题 ，所以 LMI成为分析 

和解决控制问题的一个有力工具 ．基于 LMI的优化 

问题可以在多项式时间内解决，而且求解 LMI问题 

的方法也在 不断发展，如椭 圆法和内点法等．同时 

LMI还支持在线优化，因而在许多需要在线优化的 

控制方法如预测控制中得到优先推广．文[1]将 LMI 

方法引入预测控制 ，给出了无穷优化时域的鲁棒预 
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测控制的综合方法，并分析了其性能 ．本文在运用 

LMI的基础上，以线性微分包系统中的典型环节多 

模型系统为例 ，研究 了有限优化时域的带约束的预 

测控制方法 ，给出了状态反馈的设计方法，并分析了 

闭环系统的可行性，同时证明闭环系统渐近稳定．最 

后 ，分析了无穷优化时域预测控制和带有终端零状 

态约束的有限优化时域的预测控制的差别，证明了 

两者之间的等价性． 

2 问题描述和基本假设(Problem description 

and basic assumption) 
一 般而言，预测控制 的基本原理可概括为预测 

模型，滚动优化和反馈优化．而多模型预测控制的预 

测模型可描述为： 

(k+1)=A(k) (k)+B(k)u(k)， 

Y(k)= (k)， 

[A(k)，B(k)]∈0， 

0 =Cl0{[Al B1]，[A2 B2]，⋯，[A￡ B￡]}． 

(1) 

鲁棒多模型预测控制的滚动优化指标表示为 ： 
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f小“̈i i 0 1．．． ) 鼢]∈n．i 。J( )， l u(“I )．：．．⋯．m[̂(“ )B(“ )]∈n．≥0。’ 
I j
-，(．j})：∑ (．j}+i l．j})TQlx(．j}+i l．j})+ 

I 
【 ∑ (k+i l．j})TR (．j}+i l．j})． 

(2) 

其中：m为控制时域，P为优化时域 ，Ql>0，R >0 

为权矩阵 ， (k+i l k)表示在 k时刻基于模型(1) 

的 k+i时刻的状态预测值， (k+i l k)表示 k时 

刻使滚动指标(2)优化的受控输入序列 { (k l k)， 

u(k+1 I k)，⋯，u(k+m I k)}在 k+i时刻的值． 

根据预测控制的特点 ，只有受控输入 (k l k)施加 

到系统控制中，然后到下一时刻 ，重新计算优化问题 

得到不同的受控输入序列 ，这即是滚动优化 ． 

假设 1 (k+i l k)=0，i>m． 

假设 2 P≥m． 

假设 3 (k l k)= (k)． 

根据预测控制的物理意义，假设 1和假设 2显 

然成立，而假设 3会 由于环境噪声 以及模型误差的 

存在而通过反馈校正环节导致 (k l k)和 (k)的不 
一 致 ，但这可以通过增加多模型的极点来解决，故假 

设 3也是合理的． 

终端零状态约束表示为： 

(k+i l k)=0，i>P． (3) 

输入和输出约束一般可通过欧氏范数或绝对值 

的上界来表示 ，用欧氏范数可表示为： 

II u(k

+

+ i

Y k i k Y

～

m = ．

’ ㈤  
( + 1 )ll 2≤ ． 

用绝对值可表示为： 

Y k二i k =．’ ㈤ 【I(+ 1)l≤y一． ⋯ 
3 基于 LMI的状态反馈综 合 (LMI based 

state feedback synthesis) 

引理 1 考虑一个二次函数 V( )= ’Px，P 

>0，满足以下条件： 

V(x(k+i+1 l k))一V(x(k+i l k))≤ 

一 [ (k+i l．j})TQl (k+i l k)+ 

(k+i l k)TRu(k+i l k)]， (6) 

则对于式(1)描述的满足三个假设条件 的带有终端 

零状态约束系统，存在 ： 

∈ 
(．j})≤ ( (．j}1．j}))- (7) 

证 将式(6)从 i=0累加到 i=P，由于 (k+ 

P+1 l k)=0和 (k+i l k)=0，i>m，不等式 

左边为 一V( (k l k))，右边为 一J(k)．由引理 1得 

证 ． 

显然 ，V( (k l k))就是 J(k)的上确界，在下面 

的讨论中，我们将最小化性能指标 J(k)转化为对 

V( (k l k))求最小 ．先考虑无约束的情况． 

定理 1 对于式 (1)描述的满足三个假设条件 

的带有终端零状态约束系统 ，如果存在 状态反馈 

(k+i l k)=Fx(k+i l k)使得 V( (k l k))最 

小 ，则 F=YQ一，Q>0，其中 Y，Q是下述 I_aMI问题 

的最优解． 

min y， (8) 

s．t． ( (．j} 1．j}) 尼 尼 T)≥。 (9) 
和 

『， Q QA +yTD T QQi yTR 、l 

+1 y Q 0 0 l≥0， l QQi 0 0 l 
R1／2Y 0 0 7I 

．『= 1，2，⋯ ， ． 

(10) 

证 最小化 V(x(k l k))= (k 1．j})TPx(k l 

k)，P >0等价于 

miny， 

subject to (k 1．j})TPx(k l k)≤ y． 

令 Q=7P。 >0，则根据 Schur补定理可知，又可等 

价于 

miny， 

s．t． ( 尼 ．尼 尼 尼 T)≥。． 
将 (k+i l k)= (k+i l k)代人式(6)，令 Y= 

FQ，并根据 Schur补定理得 

QQi／2 

0 

0 

l，rR ／2 

0 

0 

7I 

≥0． (11) 

T  

、  

+ 

， 
8  

Q  0  0  

T  

、  

+ 

，  

y  

、 

+ 

， 
Q  y  

nY + 

Q  Q  R 

、  

+ 

， 

A  
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由于不等式(11)对于 A(k+i)，B(k+i)是仿射的， 

由凸函数的性质知该不等式对于每一个极点都必须 

成立 ．故定理 1得证． 

对于形如式(4)或(5)的不等式约束都可转化为 

LMI问题，下面不加证明地给出结论 ．输入的欧氏范 

数型约束可转化为关于 y和 p的 LMI： 
2 

。． 

输出的欧 氏范数 型约束可转化 为关 于 y和 p 的 

咖 ： 

f Q ，、 AjQ+，BjY， TcT1≥o， ：1，2，⋯， ． ＼c(a
,
Q+ y) y ， ／。， 一 ’ 

(13) 

输入 的绝对值型约束可转化为关于 ，y和 p 的 

咖 ： 

【yT Q J≥o’ (14) 
≤ u 2

，

一 ， = 1，2，⋯ ， ． 

输出的绝对值型约束可转化为关于 X，Q的 UⅢ： 

【cT QX．s一·J≥o’ (15) 
X ≤ 了 一 ，j= 1，2，⋯ ，Ny． 

定理 2 对于式(1)描述 的满足三个假设条件 

的带有终端零状态约束系统，同时存在式 (4)和(5) 

所描述的输入，输出约束 ．如果存在状态反馈 u(k+ 

I k)=Fx(k+ I k)使得 ( (k I k))最，J、，贝4 

F = yQ～，Q >0，其中 Y，Q是下述 LMI问题的最 

优解 ． 

min{y I y，Q，Y，式(12)～(15)中的变量}， 

S．t． 式(9)，(1O)，(12)～(15)． 

4 闭环 系统性 能分 析 (Closed loop system 

performance analysis) 

引理 2 对于式 (1)描述的满足三个假设条件 

的带有终 端零状 态约束 系统，如果存 在状 态反馈 

u(k+i I k)=Fx(k+ I k)使得 ( (k I k))最 

小 ，则 

(k+ +1 I尼)TPx(k+ +1 I k)< 

(k+i I尼)TPx(k+ I k)， ∈[0，P一1]． 

(16) 

证 由定理 1可知，式(6)成立 ．由于 Ql>0，R 

>0，所 以 

( (k+i+1 I k))< V( (k+ I k))， 

故引理 2得证． 

定理 3 

定理 2在 k时刻的任何可行解，在 t 

>k时刻依然是可行解 ． 

证 由定理 2知，仅有式(9)与时刻 k有关，因 

此，只要证明式(9)在 t> k时仍然成立即可．由于 

p = rP～，根据引理 2得 

(k+i I k)TQ一 (k+i I k)< 

(k I尼)TQ～ (k I k)≤ 1． 

而 

(k+1 I k+1)= (k+1)= 

(A(k)+B(k)F) (k)= 

(A(k)+B(k)F) (k I k)= (k+1 I k)． 

由此 ，定理 3得证 ． 

定理 4 定理 2所得的闭环系统渐近稳定 ． 

证 要证明闭环系统渐近稳定，只要证明存在 

关于状态的正定 Lyapunov二次函数，随着时刻的增 

长而单调递减 ．显然，可建立如下的 Lyapunov函数： 

( (k I k))= (k I尼)TPk (k I k)． 

其中， 是由定理 2所得 的 k时刻的最优解 ，由凸 

规划的特性得 是唯一的．根据定理3知， 是k+ 

1时刻优化问题的可行解 ，所以有 

(k+1 I k+1)TPk+l (k+1 I k+1)≤ 

(k+1 I k+1)T (k+1 I k+1)． 

由引理 2得 

(k+1 I k)TPk (k+1 I k)< 

(k I尼)TPk (k I k)， (k I k)≠0． 

综上，并有 (k+1 I k)= (k+1 I k+1)，得 

(k+1 I k+1)TPk+l (k+1 I k+1)< 

(k I尼)T (k I k)， (k I k)≠0． 

依次类推，定理 4得证 ． 

5 终端零状态有限时域优化与无穷时域优 

化的一 致性 (1he consistency of zero-end 

constrained finite horizon optimization with 

infinite horizon optimization) 

无穷时域优化问题的性能指标为： 

， 、

min 
， 、

m
，

ax
、 

J (k)， 
Ⅱ(I+ilI)，i=0，1，⋯．I，I [̂(I+i)口(I+i)]∈n．i》0 

(尼)：∑( (尼+i I尼)TQl (尼+i I尼)+ 
i=1 

u(k+i I尼)TRu(k+ I k))． 

(17) 

定理 5 对于式(1)描述的满足三个假设条件 

的系统而言，终端零状态有 限优化时域 目标 函数和 
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无穷优化时域优化 目标函数有一致的上确界 ． 

证 只要证明满足式 (6)的二次函数 V( )也 

是式(17)所描述的性能指标 (k)的上确界．因为 

(∞ l k)=0【1 J，即 -， (k)有界，并且 ( (∞ l k)) 

= 0．将式(6)从 i=0累加到 i： ∞，得到 

(k)≤ ( (k I后))， 

从而定理 5得证 ． 

定理 6 对于式(1)描述的满足三个假设条件 

的系统而言 ，带有终端零状态有限优化时域预测和 

无穷优化时域的预测控制性质等价． 

证 从以上各定理的推导过程可知，显然定理 

6的结论成立 ． 

6 结语(Conclusion) 

本文在使用 LMI的基础上 ，提 出了能保证闭环 

渐近稳定的状态反馈设计方法 ，并且只要初始存在 

可行解 ，则系统一直是可行的．同时在 比较带有终端 

零状态约束的有限优化时域预测控制和无穷优化时 

域预测控制的性能，证明两者之间的一致性．在线性 

微分包系统的框架下，仍然有其他典型环节如有界 

线性微分包系统等值得研究．由于 LMI有许多成熟 

的实时求解方法 ，本文将预测控制中的滚动优化转 

化为 LMI问题 ，避免了以往非线性系统预测控制求 

解中的非线性规划问题 ，且具有较好的鲁棒性 ，是一 

种具有实时性的求解方法 ，便于在实际控制中应用 ． 

进一步地 ，如何利用 LMI的分析方法和特性研究预 

测控制系统的可行性、鲁棒性以及其它性质 ，都将是 

值得探讨的方向． 
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