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Schur．Cotm 多项式的鲁棒稳定半径 
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摘要 ：研究离散线性时不变系统的特征多项式的鲁棒稳定性 ，给 出用求 多项式最 小值 的方法来估计 Schur- 

C0I1n多项式的鲁棒稳定半径，在一定条件下估计为最优估计．最后，给出若干算例． 
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Radius of robust stability for Schur．Colin polynomials 
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(1．Instilalt~ofSystems Science，We~aou Normal College。We~aou 325003，China； 
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Abstract：This paper investigates the problem of the robust stability about character polynomial of a discrete-time linear 

time invariant system ，eslimates the radius of robust stability of Schur-Cohn p)lyI舢 ial based on seeking minimum value of 

polynomi．1。and it is the best estimation in SOl／it conditions．Finally，so11r1~ntnnerical examples are given． 
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1 引言(Introduction) 

由于数字控制系统的应用 ，用差分方程或离散 

的状态方程来描述一系统的数学模型 日益得到广泛 

的应用 ．用差分方程表示时一般形式为 

aoY(k+，1)+O；1Y(k+，l一1)+⋯+0 Y(k)= 

bo (k+，1)+blu(k+，l一1)+⋯+b．u(k)． 

设初始条件为零 ，用 z变换将上式变为脉冲传递函 

数 (z)，它的形式为 

：

C t0 1 ． ‘ + 0 。 ‘ + ⋯ + 0
n 

如将连续的状态方程在相等取样间隔内离散化 

得离散的状态方程为 

(k+1)= G (k)+Hu(k)， 

Y(k)= Cx(k)+ (k)． 

经 z变换后上式的离散传递函数为 

(z)= C(zl—G)-1日+D． 

特征方程为 I —G I_00 +CtIz +⋯ +0 ． 

上述离散系统渐近稳定的充要条件是特征多项 

式 z)= Ct0 +Ctlz ’+⋯ +0 的所有根满足 

I z I<l，称多项式 厂(z)为 Schur稳定．我们把所有 

根在单位圆内的多项式称为 Schur-Cohn多项式 ． 

* 基金项目：国家自然科学基金(69874o36，6o174o29)资助项 目 
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在实际离散系统 中，由于操作条件不同，噪声、 

线性化等不确定 因素 ，造成离散模型不确定性 ．因 

此 ，我们不仅要研究特征多项式的稳定性 ，还要研究 

扰动后的特征多项式的稳定性 ，即鲁棒稳定性 ．文献 

[1～6]研究 Kharitonov定理及基于 Kharitonov定理 

研究鲁棒稳定性．多项式 厂(z)=ao +01 一 +⋯ 

+0 ，其中 0f为实数，称为反 Schur稳定，当 I z I≤ 1 

时，f(z)≠0(文献[6]称为 Hurwitz稳定)．利用文献 

[7]提供数值方法寻找最大的扰动半径 R，使扰动多 

—  

项式g(z)=∑ 一 ，其中b ∈[ 一 ， + ]， 
i=0 

i：1，2，⋯，，l，是 Schur稳定的．本文利用求多项式 

极值方法，当标称系统的特征多项式 厂(z)为 Schur- 

Cohn多项式时，即系统是稳定的，寻找最大 的扰动 

．三  

半径R，使扰动后特征多项式g(z)=∑ 6 一／z‘，其 
i=0 

中bi∈[at—R，ai+R]，i=1，2，⋯，，l，也为Schur- 

Cohn多项式，本文方法 比文献[6]更直观，更便于数 

值计算 ． 

2 主要结果(Main results) 

应用著名的儒歇Rouche定理(见文献【6，8])， 
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取闭围道 C = {g lI g l=l}，显然多项式 f(g)和 

g(z)在闭围道 C的内部及其上是解析的，若 I f(g) 

l>l (z)一g(z)l在 C上成立 ，则知多项式 (z)和 

g(g)在单位圆内有相同的零点数，即若 f(g)为 

Schur-Cohn多项式，则 g( )为 Schur-Cohn多项式． 

在 C上，有 l g l= 1，故我们可得 

l f(g)一g(g)l= 

l∑(口 一6 ) l≤ 
i 0 

—  

l口 一 —b 一 l≤ (n+1)R， (1) 
i=0 

所以，当满足 

(n+1)R <l f(g)l，l g l=1， 

故我们可得条件 

R<min l厂(g)l／(n+1) (2) 

满足上式的 R，都有当 厂( )为 Schur-Cohn多项式 

时，g(z)为 Schur-Cohn多项 式．所 以保 持 Schur- 

Cohn多项式f(g)鲁棒稳定的扰动半径 R的上确界 

R 满足 

R ≥rain l (z)l／(n+1)， (3) 

称 R 为 Schur-Cohn多项式的鲁棒稳定半径．当 R 

—  

>R 时，显然有扰动多项式g(z)=∑6 一iz ，其 
i=0 

中 b ∈[a —R，a +R]，i=1，2，⋯，凡，不是鲁棒 

Schur稳定的．甚至可以证明：当 R=R 时，扰动多 

项式 g(g)不是鲁棒 Schur稳定 的．所以，对鲁棒稳 

定半径有意义的估计不应大于实际的鲁棒稳定半 

径 ．由式(3)可知，rain l f(z)l／(tl,+1)可做为 R 

的估计值，在一般情况下 ，这种估计是保守的，但是 

在满足一定条件时 ，这个估计式为最优估计．类似 

地，对反 Schur稳定多项式的鲁棒稳定半径 R 也满 

足式(3)(见文献【6])． 

对 Schur-Cohn 多 项 式 ：)， 若 

在 g=-t-1处达到，则 

R = min 1
．厂(z)I／(11,+1)． 

1：I= 1 

令△ (z)：g(z)一 z)=∑Aa 一iz ，可知当 
iz0 

l Aaf l<min l g)l／(n+1)时，由儒歇定理知 

g(：)为 Schur-Cohn多项式，不妨设 Im l (z)l在z 

= 1处达到， g)为实系数多项式， 1)为实数 ，取 

Aa =一f(1)／(n+1)，贝Ⅱ 

l△口 l-
．

m in
．

1 f(z)l／(n+1)， 

R mi
：

n I (z)I／(n+1)． 

在这种情形下，估计式 rai
：

n I (z)I／(n+1)达最优． 

[∑口2 ，22口 +l’⋯，2∑口忍 ⋯，22口趣+ ]p． 

p惜协 
矩阵 为(n+1)×(n+1)阵．如 n=4时 ， 

：  

l O O O O 

0 1 0 0 0 

— 1 0 2 0 0 

0 — 3 0 4 0 

1 0 — 8 0 8 

22 aiai+n] 
i=o 

故我们可得 

R ≥ ／min口( )／(n+1)， (8) ～
一 1≤ 《 1 

并可知 a( )是关于 的n次多项式．满足 a ( )： 

0的点称为驻点，求取在(一l，1)上的驻点及 一l和 1 

+ 

口 

口 ∑ 

2  

+ 

口 

口 
∑ 

2  

∑ 

， r L  
J_j = 

C  

在 

以 

所 ● 
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的函数值，其中的最小的即为所求的最小值 ． 

若考 虑 加 权 的 情 形，扰 动 多 项 式 g(z) = 

∑an- ，其中6 ∈[ai一；fiR，ai+2iR]， 为常量， 

可得如下关系式 

R ~>4
⋯

min 
．

a(x)／(a。+ 1+⋯ + n)-(9) 

注2 对，( )：∑a／z 为Schur-Cohn多项式， 

不难证明多项式g( )：∑0 一∥为反Schur多项 

式 ，且有相同鲁棒稳 定半径 ．对反 Schur稳 定多项 

式，相应的结果也成立 ． 

利用本文方法计算注 2多项式f(z)和 g( )的 

鲁棒稳定半径 尺 的估计值 ，由 a( )表达式可知对 

，(z)和 g(z)是一样的，也有相同的数值结果． 

3 数值例子(Numerical examples) 

为方便取 f= 1， =0，1，⋯， ． 

例 1 

，( )：6( 一 )( 一 )：6 2—5 +1． 

f(z)显然是 Schur-Cohn多项式，此时 

r 1 O O] 

T=I o 1 o I， L-
一 1 o 2J 

可得 

rain a( )= rain(50—70x+24x )=4． 

最小值在 =1处达到，所以 尺 = ，由注 1且为 

最优估计 ．取扰动多项式 

g( )=(6一号) 2+(一5一号) +(1一号)， 
则 g(1)=O，所以 g(z)不是 Schur-Cohn多项式，故 

不可能有更大的鲁棒稳定半径 ． 

例 2 

一 吉 一号 + + )= 
12 4+2 3— 2 2—3 + 1

． 

这时有 

0( )：250+250 一320 —272 +192 ． 

在 一 1≤ ≤ 1上 最小 值 约 为 57．2329，R ： 

1．51305，有较理想的数值结果 ． 

4 结论(Conclusion) 

本文研究 Schur-Cohn多项式的鲁棒稳定半径， 

基于儒歇定理给出鲁棒稳定半径的一个估计式及一 

些性质 ，最后把估计值计算化 为求多项式在 区间 

[一1，1]上的最小值，所以方法在数值上较易实现， 

用现成数学软件包如 Matlab等都可解决 ． 
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