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摘要 ：研究 了一类特殊的非线性控制系统——类摆系统在线性相关参数摄动下 的总体性质及鲁棒稳定性 ，运 

用顶点检验和鲁棒严格正实性理论 ，得到 了类摆系统在上述摄动模式下双态、Lagrange稳定及 Bakaev稳定的条件 ． 

结果表明对于这类系统 ，可以通过有限检验分析其解的总体性质及鲁棒稳定性 ． 
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Global properties and robust stability of 

perturbed pendulum -like system s 

YANG Ying，HUANG Lin 

(Research Center of Systems and Control，Mechanics and Engineering Science Department，Peking University，Bcijing 100871，China) 

Abstract：The global properties and robust stability of pe ndulumlike systems under linearly correlated parameter pe rturba· 

tions were studied．Based on the vertex test an d robust strictly positive realness theory，sufficient conditions for dichotomy，La- 

grange stability and Bakaev stability are derived for the systems in the perturbation mode．The main results show that the global 

properties and the robust stability of such systems Can be analyzed by using the finite element test． 
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1 引言 (Introduction) 

对于非线性系统来说 ，迄今研究得比较充分 的 

是平衡位置的稳定性 ，且主要集 中在单平衡点系统 

的稳定性上，这方面的理论 已比较成熟，其 中不乏有 

好的方法和结果 ，2 J．目前 流行 的微分流形 与微分 

代数方法也主要是针对单平衡点系统而言的．对于 

线性系统 ，其解的全部性质都可以在平衡点附近得 

到，而对于非线性系统，它与线性系统的一个重要区 

别就是存在多平衡态 ，伴随多平衡态非线性系统 中 

的动态过程也是多种多样的，这在各种具旋转机构、 

摆等为部件的力学系统 中更是常见 ．由于具多平衡 

点系统动态性能 的复杂性 ，企 图从一般意义下讨论 

非线性系统的总体特性几乎是不可能 的．而一个 阶 

次并不很高的非线性系统 ，随着元件参数的变化 ，系 

统就会表现出不 同的渐近性质：从单平衡点的全局 

渐近稳定直到多平衡点、自振、混沌运动 ，及至一些 

至今尚未得到充分研究而又有意义的运动形 态．对 

于多平衡态系统 ，其解的总体性质往往要 比单平衡 

态系统复杂得多 ．对这类复杂运动形态的研究首先 

应该从具一定特征的非线性系统出发针对特定的动 

态性能进行研究 ，类摆系统就是一类具有代表性 的 

多平衡态非线性系统 ． 

类摆系统 的特殊性表现在：它的非线性特性是 

以空间变量的周期函数 的形式出现的．这类系统若 

有平衡点 ，必为无穷多个 ．对这类系统总体性质的研 

究，已远远超 出了 Lyapunov稳定性的研究范畴 ，不 

再简单地是对单一平衡点渐近稳定性 的研究 ．上述 

这种以向量作为坐标变量的周期性 ，在近代工程系 

统中可以概括出一类系统，它涵盖了包括摆、具振动 

悬挂点的摆、同步电机等 ．当能源系统 中涉及到旋转 

机械的特征时，常可归为这一类 ．随着现代工业技术 

及控制技术的发展，各类机电旋转装置在工业 中占 

有越来越重要的地位 ，如在现代运载工具、车辆、仪 

表乃至电器设备 中，几乎所有的运动装置都是由各 

种电机来进行驱动的．而在电力系统 中，各类同步电 

机的广泛应用，也使得如何保证各种机电旋转装置 
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的稳定运行 日渐成 为一 项重 要 的研究 课 题 ．目前 对 

这类系统动态性能的研究 ，主要集 中在系统的一些 

总体性质及多平衡态的稳定性上[ ，引．然而，对于这 

类系统的鲁棒性能研究 ，目前几乎还是空白，有关系 

统线性部分存在不确定性时系统总体性质的鲁棒分 

析，至今尚未见有文献报道 ．基于此点，本文运用顶 

点检验和鲁棒严格正实性理论，研究 了类摆系统在 

线性相关参数摄动下的总体性质及鲁棒稳定性 ． 

本文首先介绍了类摆系统的几个基本概念和引 

理 ，并对线性相关摄动下的类摆系统进行了描述 ，得 

到了摄动类摆系统双态性 (dichotomy)、Lagrange稳 

定性及 Bakaev稳定性的条件 ，最后通过算例验证了 

结 果的有效性 ． 

2 预备知识(Preliminaries) 

考虑控制系统 

露 = Ax+ bu，11,= (t，盯)，盯： cTx． (1) 

若有 

det A =0， (2) 

( △∈R)(V t∈R+)(V盯∈R)： (t，盯+△)= (t，盯)， 

(3) 

则该系统为类摆系统 ．从 u到 一 的传递函数为 

G(s)： c (A—sI)一b． (4) 

若讨论频域模型，由条件(2)，(4)又可写为 

1 

G(s)= G0(s)． 

其中 G0(s)为有理函数．以下设 具约束条件 

(V t∈ R)(V ≠ 0)： 

一 。。≤ 1≤ ≤ 2≤ +。。． (5) 一。。≤ ≤ 上二 ≤ 2≤ +。。． ‘5 

对非线性系统的一般形式 

= ，( ，t)， 

本文给出几个有关系统解的总体性质的概念： 

· 若f(c，t)=0对一切 t成立 ，则 = c称为 

系统的平衡点． 

· 解 (t)有极 限，或存 在 平 衡 点 b∈ R ， 

limx(t)： b，则称解收敛 ． 

· 系统每一个解均收敛 ，则称系统是类梯度的， 

又称系统精确渐近 ． 

· 系统所有有界解均收敛 ，则称系统是双态的． 

· 系统所有解均有界，则称系统 Lagrange稳定 ． 

对于类摆系统(1)一(3)，若 

· ( T>0)(V tl，t2> T)：I盯(t1)一盯(t2)J< 

△成立 ，则称系统 Bakaev稳定 ． 

有关上述概念的实际意义可参见文献[3]． 

考 虑 以下 自治类摆 系统 

： Ax + bu，盯 = cTx ， =  (盯)． (6) 

引理 l[ ] 设系统(6)系一最小实现 ，A具一零 

特征值和 n一1个具负实部特征值，若有 

(V∞∈R)：Re[joJG(joo)]≠0， 

lim Re[jtoG(jto)]≠0， 

则系统是双态的． 

引理 2[ ] 若引理 1的条件满足 ，又 (口+△) 

=  (盯)对一切 盯成立 ，且有 

I (盯)da=0， 

则系统(6)是类梯度的． 

若对非线性约束取 2= ， l=一。。，即 

(V盯∈ R)(V t∈ R+)：盯 (t，盯)≤ 盯 ， (7) 

则 有 

引理 3[ ] 设存在 0t>0使系统(1)，(2)和(7) 

有 

1。A+口，有 n一1个具负实部的特征值 ； 

20 ReG(joJ)+ J c(jo~)J ≤ 0． 

则系统是 Lagrange稳定的 ． 

注 1 对于类摆系统的标准型(1)，由于式(2)表明 A 

不是 Hurwitz稳定 的，所 以形如 这样 的 Lyapunov函数 

并不存在，必须对原系统作适 当修改 ，才可能建立 以上类 似 

圆判据的稳定性条件 ． 

注 2 若系统是双态的且引理 3成立，则系统是类梯 

度 的 ． 

引理 4[ ] 设 c b≤ 0，且存在 口 >0使系统 

(1)，(7)有 

1。A+口 有 n一1个特征值具负实部 ； 

2。 (V ∈ R)：Ⅱ( )= 

Re (j∞)+ J (j )J <0； 

3。lim ／／( )<0． 

则系统是 Bakaev稳定的． 

注 3 Bakaev稳 定 的意 义 在于对 充 分长 时 间 以后 ， 

d(t)的相对波动将不会超过 (t，d)的一个周期 ，这样以保 

证其过程不会从一个平衡点附近走到另一个平衡点附近． 

3 问题描述(Problem description) 

研究图 1所示 t／,阶类摆系统 当G0(s)摄动时的 

总体性质及鲁棒稳定性 ，其 中 (t，盯)为周期函数 

且满足条件(7)．摄动后的 Go(s)记为 G0( ，／-) 

G0( ，／-)= 

{ ，V胁)∈N(gt)，V Do(r))， 
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Ⅳ( )：{Ⅳ(s， )：s +∑bi( )s 一‘I ∈ )， 

Do(F)：{Do(s，)，)：s +∑ ()，) I)，∈I1)． 

其 中， ()，)，6‘( )分别为 )，， 的仿射函数 ．且 

= { ： [ 。， 一， ] I f∈ [ ， ]}， 

I1： {)，=[)， 一， ] I)，‘∈ [)， ，)， ]t． 

其顶点集分别为 

， = { ：[ 。，⋯， ] I f∈ { ， t t， 

I1 = {)，= [)， 一，)， ] I)，f∈ {)， ，)， }}．‘ 

记 G0( ·r)的顶点集 

G0( ，I1 )= 

{ ’VⅣ㈤∈ V D0( Do(／-'’))． 
系统的传递函数族为 

G( ，I1)： 旦 ： 

i。DN((s
s

)
)，V N(s)∈ Ⅳ( )，V D(s)∈ D(I1)，D(I1)= 

sDo(I1)t， ． 

其顶 点集 

G( ，I1 )：1
．．

Go( ，I1 )． 

以下记图 1所示闭环摄动系统族为 Ⅱ( ，I1)． 

图 l 具有参数摄动的类摆系统 

Fig．1 Pendulum—like system subject to parameter 
perturbations 

4 主要结果(Main results) 

首先引入几个定义与引理 ． 

定义 1 设 G(s)= 是复变量 s的有理函 

数 ，Ⅳ(s)，D(s)为互质多项式，G(s)称作是严格正 

实 的 ，或 SPR，系指 ： 

1o G(s)在闭右半平面解析； 

2o ReG(jto)>0，V cc，∈ R． 

若 2o改为 ReG(j~o)<0，V cc，∈ R，则 G(s)称 

作是严格负实的，或 SNR． 

引理 5【 J Go( ，工1 )C SPR~~G0( ，工1) 

C SPR． 

系统族保持最小实现的充要条件是其传递函数 

引理 6[6】 G( ，I1)：{ ，V N(s)∈ 

引理7 对任意 ‘≥0，i=1，⋯，n且∑ 1， 

l I al I + ⋯ + I a I ≥ 

=[二：]，口=[ ：]， 
垒 e [0 ⋯ 1 ⋯ 0 

： 一

02F
= 口 ’f 

3
旦
A iOAi

1
]oxiaxI 口 = 。 — —  口 ‘— — 。口 

口 ( eT +e )口= 口 +ai aj= 

定理 2 设 (t。 )= ( )，11( ，I1)在满足 
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由引理 1，系统为双态需满足 

(V ∈R)(V G(s)∈ G(， ，I1))：Re[jtoC(jto)]≠0， 

(9) 

lim CO Re[j(UG(j(U)]≠0． (10) 

条件(9)可改写为 

(V ∈ R)：Re[j coG(j co)]>0， 

或 (V ∈ R)：Re[jtoC(j~o)]<0， 

即转化成检验 G。( ，I1)的严格 正实或严 格负 实问 

题 ．由引理 5可知上式成立当且仅当 

G( ，I1 )c SPR或 G( ，I1 )c SNR． 

此时，系统传递函数 G(s)的分子分母次数最多相 

差 2，条件(10)显然满足 ． 

注 4 摄动类摆系统只要满足了双态的条件，其类梯 

度性由非线性函数 的性质保证 ． 

由引理 3，相应有 以下摄动类摆系统 Lagrange 

稳定性定理 ． 

定理 3 若存在 口>0使 Ⅱ( ，I1)有 

1。(V G0(s)∈ G0( ，I1 ))：G0(s一 口)∈ 

SPR(或 SNR)； 

2。 (V G(5)∈ G( ，I1 ))： 

Re Gd(j )+ I e。(j )I ≤ 0． (11) 

其中 Gd(s)=G(5一口)，则系统是 Lagrange稳定的． 

证 检 验 引理 3的条 件 1。．即存 在 公 共 的 

a>0，使 A+a 有 n一1个具负实部特征值．由引 

理 5，若存在公共的 a，使对任意 G0(s)∈ G0( ， 

I1 )，G0(s一口)∈SPR(或 SNR)成立 ，则条件满足 ． 

检验 引 理 3的 条件 2o．即 对 任 意 G(s)∈ 

G( ，I1)，ReGa(j )+ I Gd(j )I ≤ 0成立 ． 

式(11)可写为 Re[一Gd(j )]一 I G。(j )I ≥0， 

即对任一 D (s)∈ D(I1 )， 

Re【 l ⋯，⋯ ． 
2Ⅳ 

故对任意 ‘≥0，i=1，⋯，2 且∑ ‘=1，有 
2M 

R。【 】一 2M N~i(jto)l ≥。 

[ 一∑ Ⅳd (j ) ％(j ) 
由引理 7 

] 2 I l≥ ∑ fl 
j i=1 I 

毒 I 

因 此 

2日 

一 ∑ Ⅳd (j co) 

D (j ) 

2lf 

∑ Ⅳd (j ) 
D (j ) ： I I ， 

即对任一 N(s)∈ N( )，均有 

Re【 】．．．N~(j co) l 

上式等价于 若 位于复平面上直线 = 右 
方．因该域是凸的，故对于任意 G(s)∈ G( ，I1)， 

都有 

Re Gd(j )+／．t I Ga(j )I ≤ 0． 

证毕 ． 

定理 4 若存在 口>0使 Ⅱ( ，I1)有 

1。(V G0(s)∈ G0( ，I1 ))：G0(s一 口)∈ 

SPR(或 SNR)； 

o (V G0(s)∈ G0( ，I1 ))：f／( )= 

Re Gd(j )+ I Ga(j,o)I < O； 

3。n = m +2． 

则系统族是 Bakaev稳定的． 

证 证明类似定理 3． 

5 例子(Examples) 

例 1 考虑一个具脉冲振动的同步单相 电机的 

微分方程[ ] 

17+口17+flcostcos +ysin2r／+#cos2tsin2r／=0． 

其中 口>0且 口∈ [口一，口+]， ，y，17为常数．若设 

盯 = + 三
， 上式变为 

孑+∞ + (t，盯)=0． 

其中 

(t，盯)=flcostsina+ysin2a+8cos2tsin2a 

是 盯的周期 函数．可知 (t，盯)满足条件 

≤ I I+ 2 I y I+2 I I． 

系统的开环传递函数为 

G(s) · 

当 a∈ (0，口一)时定理 3的条件 1。满足 ．条件 2。可 

写 为 

一  +口 一鳓 +I I+2 I y I+2 I I≤ 0，V c ∈ R， 

存在 a∈ (0，口一)使上式成立当且仅当 
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口
2
一
≥ 4(I|8 I+2 I y I+2 I I)． 

此时系统族为 Lagrange稳定 ．由定理 4，系统族也是 

Bakaev稳定 的 ． 

又当 (t，d)= (d)时 ，定理 2的条件满足， 

故系统族是双态的，因此系统族是类梯度的． 

例 2 一个三阶系统线性部分的模型为 

G(s)= · 

其中 a，b，c>0且 

a = 一 2 l一 2+4，b = 2一 l+ 5．6， 

l∈ [一4，一3]， 2∈ [2，3]，c∈ [3，4]． 

这类系统描述了具 RC和 RLC滤波器的三阶锁 

相环系统 ．显然系统族是类摆的． 

1)检验系统族的双态性 ． 

由定理 3，首先验证系统族无零极点相消 ．经仿 

真计算可知 

1。D(I1)棱 边 多 项 式 根 集 为 [一 8．6606， 

一 4．3062]U[一2．6938，一1．3394]U 0，而 Ⅳ( )棱边 

多项式的根集为[一4，一3]，故引理 5的条件 1。满足． 

o so=一4时，值集 D(I1，一4)为[1．6，49．6]； 

so=一3时，值集 D(I1，一3)为[1．2，28．2]，故条件 

2o满足 ． 

3。D(I1 )9个根对应的值集 Ⅳ( ，so)分别为 

【1．6606，2．6606 J，【一5．6606，一4．6606 J， 

[1．2659，2．2659]，[一4．2659，一3．2659]， 

[1．3238，2．3238]，[一3．3238，一2．3238]， 

[0．3062，1．3062]，[一1．3062，一0．3062]， 

【一4，一3 J， 

故条件 3。也满足． 

又 G0(s)的 8个顶点系统为 

Gol( ， ㈤ = 

G∞(s)= s+3 
s + 8s+ 10．6’ 

s+ 3 

s +9s+ 12．6’ 

G )= ， 

G )= 等 ， ㈤= 
Go7(s)= s+4 

s +8s+10．6’ G08(s)= 

s+ 4 

s +9s+ 12．6’ 

s+ 4 

s +7s+ 11．6’ 

可以验证上述 8个系统均严格正实，故系统族是双 

态 的 ． 

2)验证系统族 的 Lagrange稳定性和 Bakaev稳 

定性 ． 

由于 

G 一a)= 
a 

， 

S 一 口 + S 一 口 + D 

可以验证当 a：1时，对应 G。(s—a)的8个顶点系 

统均严格正实． 

计算 a=1时系统族为 Lagrange稳定 的取值 

范围．可知使式(11)成立 Gd(s—a)8个顶点系统对 

应的 分别为 

l≤ 0．3，／z2≤ 1．3，／z3≤ 0．8， 4= 1．8， 

5≤ 0．2，／z6≤ 0．8667，／z7≤ 0．5333，／zs= 1．2， 

则 口=1， ≤0．2时系统族 Lagrange稳定 ，这也是 

系统族为类梯度 的一个充分条件．a= 1， <0．2 

时系统族 Bakeav稳定 ． 

6 结论(Conclusion) 

研究类摆系统在摄动情况下的总体性质及鲁棒 

稳定性具有重要 的工程意义 ．本文给出了具类摆性 

的参数摄 动 ’e系统 双态 性、Lgrange稳 定性和 

Bakaev稳定性 的充分条件，并通过算例 进行 了验 

证 ，结果表明对于线性部分存在线性相关参数摄动 

的类摆系统 ，可以通过有限检验对其总体性质进行 

鲁棒性分析 ． 、 
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