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摘要 ：研究了基于积分最小二乘指标的 SISO时滞系统频域辨识与频域模型降阶问题 ．通过采用 Pade近似 ，将 

积分最小二乘指标推广到可以处理 时滞系统的情形 ．深入分析了 Pade近似所 引入误差 ，揭示了采用 Pade近似的可 

行性与有效性 ．所提出的方法能够用最小二乘类算法高效求解 ，无须困难的非线性优化 ．仿真验证了所提 出方法的 

有效性 ． 
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m odel reduction based on Pade approximation 
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Abstract：Based on the inm~-al least-squares index，a new approach to frequency-domain identification and model reduc- 

tion of SISO systems with delay is proposed．W ith the adoption of Pade appmximation，the integral least-squares index is ex— 

tended to the case of systems with delay．Through error analysis．the feasibility and effectiveness of Pade approximation is 

shown．The least-squares style algorithm can be applied  in the method  and troublesome nonlinear optimization is avoided．1llus- 

Wative simulations are offered to verify the effectiveness of propo sed scheme． 
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1 引言(Introduction) 

辨识与模型降阶是控制系统分析、设计过程中 

一 个重要的部分 ，其 目的是得到一个充分描述原系 

统动力学特性的低阶模型 ．辨识与降阶首先要定义 

某种范数作为指标 ，然后对 由此导致 的优化问题进 

行求解 ．其中，指标的选取决定了低阶模型的特性及 

求解的复杂程度 ．更加合理 的指标定义和更加简化 

的求解是研究的主要方向． 

工业生产实际中，许多系统带有时滞，而且高阶 

多容特性也将导致滞后行为 ．这使得采用带有时滞 

的低阶模型结构具有更加广泛的意义 ，然而 ，由于时 

滞的出现，问题的求解常常涉及困难的非线性优化 

过程[1' ．文[3]明确指出了现有的基于非线性优化 

的方法所面临的巨大困难 ． 

文[4]提出了所谓频域积分最／b--乘指标 ，该指 

标能够更好地强调低阶模型对原系统动力学特性的 
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表达，而且求解容易，同时，还含有面向控制辨识 的 

内在特性 ．虽然该指标具有许多优点 ，但只能处理低 

阶模型不带有时滞的有限维情形 ，这在实际的使用 

中显然有很大局限性 ． 

本文通过 Pade近似，将频域积分最小二乘指标 

推广到低阶模型带有时滞的无限维情形 ．深人分析 

了 Pade近似对结果 的影响，揭示 了 Pade近似 的可 

行性和有效性 ．本文所提 出的辨识与模 型降阶方法 

统一了指标 的合理与求解的简单性 ，具有一定的工 

程意义． 

2 频域积分最小二乘指标 (Frequency—domain 

integral least-squares index) 

2．1 指标描述(Index description) 

文[4]提出了频域积分最小二乘指标 ，简述如下 ． 

假设低阶模型的传递函数是 
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=  =  等 ． 
(1) 

将其转化为时域微分方程描述 

(“’(f)+bn
- I ‘ 一 ’(f)+⋯+bl ( ’(f)+60 (f)= 

0 m r‘m’(t)+⋯ +a1 r‘ ’(t)+aor(t)． (2) 

其 中 (t)和 r(t)分别表示低阶模型的输出和输入 

信号．令采用 r(t)作为输入信号时原系统的输出是 

Y(t)，并有 Y(t)= (t)+△(￡)，其 中 △(t)表示 由 

于模型偏差所导致的输出信号间的偏差 ． 

定义偏差 

e(t)= 

[)，( ’(f)+bn-lY‘ 一 ’(f)+⋯+blyO)(f)+60)，(f)]一 

[0mr(-0(t)+⋯+口1 r‘ ’(t)+a0 r(t)]= 

A‘ ’(t)+bn
-

IA‘ 一 ’(t)+⋯+61△‘”(t)+60A(t)． 

(3) 

可见 ，e(t)包含了偏差及其各 阶导数 ，代表了低阶 

模型与原系统或高阶模型间的动力学特性 的差异 ． 

式 (3)两 边 取 Laplace变 换 并 注 意 到 y(s) = 

G(s)R(s)，G(s)是原系统或者高阶模型的传递 函 

数 ，得到下式 

E(s)=[s +b 一1 s 一2+⋯ +b1 s+b0]y(s)一 

[0，， m+⋯ +aI s+a0]R(s)= 

{[s +b 一1 s 一 +⋯ +b1 s+b0]G(s)一 

[0，， +⋯ +a1 s+a0]}R(s)． (4) 

选取指标为 

J=I e (f)dt． (5) 

根据 Parscval定理，式(5)等价于如下频域指标 

J： r E( )E(一 ) (6) 
~57[jd-i 

将式(4)代入式(6)，令 s=j∞．同时 ，考虑到对 

于实 际系统，仅要 在一个选 定 的频率 范 围[∞ ， 

∞一 ]内考虑问题就可以了，于是式(6)成为 

J= l—l B(joJ)G(jto)一A(jto)l l R(j co)12dco． 
i‘

．
bTd 

(7) 

这就是频域积分最dx-"乘指标 ，其中的 R(j∞) 

表示所选择输入信号的频率特性 ．为了实际处理的 

方便，将其转化为离散形式 

J=∑ l B(jw )C(jaJ )一A(jaJ )l lR(j∞ )l = 

∑ l G(jto )B(j eo )一A(jto )l ． (8) 

其中 = h l R(j co )l 表示权值 ，h = ∞ +1一 

∞ (假设 ∞1< ∞2< ⋯ < ∞肼 < ∞肼+1)． 

2．2 频 域 积 分 最 小 二 乘 指 标 与 其 它 指 标 的 比较 

(Comparison between frequency-domain integral 

least—squares index and other indexes) 

由式(3)，该指标实际包括了偏差及偏差的各阶 

导数，因此 ，与其它指标，如 Le、r)r法 、Santhanan 法 以 

及 Lawrence法等L5 J相 比，能够更加明晰地刻划低阶 

模型与原系统间动力学特性的差异 ，这是该指标的 

优点之一 ．另外，由式(8)，该指标所导致的优化问题 

可以采用最小二乘类方法求解，这是积分最dx--乘 

指标的另一个优点 ． 

更重要的，积分最小二乘指标的权值具有非常 

明确的意义 ．首先，因子 h =∞ +。一∞ ，表明两个测 

试点频率相差越大则相应的权值越大，也 即越强调 

对有限信息的利用 ，相反 ，如果在相近的频率范围内 

测试点 比较多，则相应的权值 比较小，从而强调对多 

个数据点的利用 ；其 次，权值 含有所谓 的“虚拟输 

入”R(j co)，它代表了对模型在何种输入下具有最优 

特性的要求．例如，如果控制策略强调模型阶跃响应 

的精度，则可将输入选为阶跃信号，即R(s)=1／s；如 

果要求对高频信号具有 比较好的响应，则可选输入为 

脉冲信号，即 R(s)=1．其实，输入信号可以选为任 

何一种事先设计好的形式，使得模型在该信号激励下 

具有最佳性能，这体现了面向控制辨识 的思想 ．积分 

最dx--乘指标的这一特性是其它指标所不具备的． 

3 基于 Pade近似的频域积分最小二乘指标 

(Frequency—domain integral least-squares in— 

dex based on Pade approximation) 

必须指 出，基于积分最小二乘指标 的辨识与模 

型降阶无法采用带有时滞的低阶模型结构，因为时 

滞的出现将导致一个无 限维问题，不能用最dx-"乘 

类算法求解 ．然而 ，正如文[1，6]所指出的，采用带有 

时滞的低阶模型非常必要 ，否则低阶模型中将有可 

能出现非最小相位零点 ．因此，在保留该指标优点的 

同时，将其推广到可以处理带有时滞的低阶模型的 

情况是非常有意义的 ． 

3．1 Pade近似 的引入 (Adoption of Pade approxima． 

tion) 

考虑带有时滞的低阶模型结构 

=  戋j e一= e一． 
(9) 
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由于时滞的引入，低 阶模型成为一个无 限维 系 

统 ．为了将其转化为一个有 限维 系统，引入 Pade近 

似 ．假设取三阶 Pade近似 ，即 

一  
1—0．5rs+Pl(rs) 一P2(rs) 

。 “ 圭  
1 0—5rs P P 一 + 

．  + 1(rs) + 2( ) 一 

q2 = ． l+ g
l s + s一+ g3 s。 ＼5， 

将式(10)代入式(9)，得到 

． 

s)： ： ． ⋯ ) 

注意到 0 (s)的形式 ，它可以采用积分最小二 

乘指标来处理，这使得能够用最小二乘类算法求解 

有时滞低阶模型情况下的辨识与降阶问题 ． 

3．2 对 Pade近 似 的讨 论 (Discussion about Pade ap— 

proximation 

前面简单描述了基于 Pade近似的基本思想 ，下 

面将深入分析引入 Pade近似对辨识 结果所产生的 

影响 ． 

设 Pade近似所导致的误差为 e(s)，令 s：j 

则有 

G 

A 
— —  

B 

A 
— —  B +e(j ) o(j

o~)一  。 

C( 

D( 

A 

B 

+e( ]：  ̈J= 
j ) 

j ) 

+e( ． ) 

该式解析地表示了 Pade近似的精度，由于在处 

理实际问题时所要考虑的频率小于系统临界角频率 

。 ，所以讨论 ≤ 范围内的 Pade近似更有实际 

意义 ．以 3阶 Pade近似为例，定义误差 dr： 

l e(j∞)l 
dr= l——■一 l l e l 

f， 1一ql(j )+g2(j ) 一g3(j ) 1 f I卜 而 。 l= 

I 1一[COS(口)+]sin(a)]I= 

：2sinf詈1． (13) 

其中 a=a( )表示 Pade近似的相位偏差，一般地 

在所考虑的频率范围内相位偏差 0≤a< ，并且是 

角频率 的单调增函数．式(13)表明，dr随着角频率 

的增加而单调增加 ，于是可 以得到满足某一精度 

要求的最大角频率 面．设原 系统 的临界角 频率 为 

。 ，时滞环节的临界角频率为 ，如果有 < 

< ，则 Pade近似的精度可以满足要求 ．现令 dr≤ 

0．05，可以得到 r一 的关系曲线，同时也将时滞环 

节的 r一 曲线在同一个图中表示出来 ． 

由图 1，在所考虑的时滞取值范围内都有 < 

，并注意到 ，原系统有理部分将使 临界角频率进一 

步降低，即 < < ，所以对于原系统来说 由 

Pade近似所导致 的近似误差 也将进 一步 降低 ．同 

时，由图 1还可 以看 出，基于 Parle近似的辨识与降 

阶也能够用于大时滞系统，因为这时候的系统临界 

角频率也极大的降低 了，这是一个非常有意义的结 

论 ．另外，联系式(12)，在 [0， ]范围内有 

叩( f)= 

0(j )一G (j )l 

e(j ) l— 

e(j 

A(j o~i)
B Jmi e哪  (’ ) 

l l～( ≤ 。)< rc)．(14) 
所以模型之间的误差完全由 Pade近似误差来体现 ， 

这对了解和控制 Pade近似对结果所产生的影响是 

非常简明的．式(14)实际给出了一个频域模型误差 

界，这对于控制系统的分析和设计 ，如鲁棒控制等 ， 

也是非常有益的． 

图 l 保证所要求精度 cr~<O．05的角频率上界 面 

和时滞环节 fs的临界角频率 的关系曲线 

Fig．1 The up limit angle frequency面 with cr~<O．05 and 

the ultimate angle frequency of time delay e- 

4 基于积 分最小 二乘 指标 的时 滞 系统频 域 

辨识 与模 型降 阶算 法 (Frequency—domain 

identification and model reduction of time．．de．． 

1ay systems based on integral least-square in— 

dex) 

对于工业实际，尤其是过程工业 中的绝大多数 

对象，选用一阶或二阶加纯滞后低阶模型就可以充 

分描述其动态特性[ ．不失一般性 ，这里选取如下低 

阶模型结构 ： 

= 一e 

8  7  6  5  4  3  2 ● O  
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)= e-rs= e一 ． 

按照式(11)，首先将其转化为一个有限维的形式 

=  

eO + e1 s + e2 s2 + e3 s3 

{ +{ s { f3 f f 

再 由式(8)得到采用有时滞低 阶模型结构的积分最 

dx-"乘指标 

．，：∑ I F(j∞ )G(j∞ )一E(j∞ ) ．(15) 

其中 

F(jwk)G(jto )一E(jto )= 

[1+(jto ) +(jto ) A +(jto ) 厂3+ 

(jto )4-， +(jto ) 厂5]G(jto )一[e0+ 

(j∞ )e1+(j∞ ) e2+(jto ) e3]= T@一Z-k．(16) 

令 

= [(jto )Gk，(jto ) Gk，⋯，(j∞ ) Gk， 

一 1，一j∞ ，一(j∞ ) ，一(jto ) ]， 

@ = [厂l，⋯，，5，eo，⋯，e3] ， 

= 一 G(jto )． 

再令 

=  

以 = 

Re[ ] 

Re[ ] 

Im[ ] 

Im[ ] 

'131 

0 

， Z = 

Im[ ] 

0 

于是得到式(15)的最dx-"乘解[8] 

@ =[ 以 ]一 以z． (17) 

注 为了改善计算的数值稳定性或满足在线的需要， 

可以采用其它各种最小二乘类算法 ．进一步 ，建立多项式系 

数之间的关系 ． 

由 

E(s)= A(s)C(s)= k一 gl s+ g2 s 一 g3 s ， 

(18) 

F(s)= B(s)D(s)= 

1+(61+q1) +(b2+ b1q1+q2) 2+ 

(b2ql+blq2+q3) 3+(b2q2+b1q3) 4+ b2q3 ， 

(19) 

可 以得 到 

k = eo，ql= 一 el／k，q2 = e2／k， 

q3 一ea／k，bl=fl—ql， 

b2=厂2一 q2一bl q1． 

进一步，由 Pade近似，可得到低 阶模 型的时滞 

r = 2q1． 

5 仿真(Simulations) 

例 1 高阶对象[9] 

G )= ， 

该系统 的临界角频率 ∞。=0．6720．取 ∞ ：0．1 k， 

k=1，2，⋯，6，六个点 ，输入取单 位 阶跃 信号，即 

R(s)=÷．经过式(17)的~dx--乘算法得到降阶 

模型为 

G )=雨  ． 

降阶模型与原系统的 Nyquist曲线如图 2所示 ． 

定义 误差 E = 
rt砉l G1 tok 1．其 定义误差 ： l 竺 1．其 } (j) I⋯ 

中 tok+1=tok+0．01，∞l=0且 ∞ 兰 ∞。，对本例 ， 

E =0．0378<0．05．由此 ，验证 了在取 3阶 Pade近 

似的情况下 ，确实能够保证结果的精度并有式(19) 

成立，这对实际问题的处理是非常有意义的 ． 

Re[6(joJ)】 

图2 Gi(j∞)与Gi(jro)的Nyquist~ 比较 
Fig．2 The comp

_

afison between Nyquist curves of 

Gl(jro)and Gi( ) 

例 2 大滞后对象 

G2(s)= 

其临界角频率 ∞。=0．2714，输入信号 同例 1，辨识 

得到低阶模型为 
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． ， 、
0．5e一8·5 

’  

误 差指标 E =0．0164 <0．05，同样验证 了 

式(19)．低阶模型和原系统的频率响应曲线 如图 3 

所示 ．这个例子表明，本方法可以处理大滞后系统的 

辨识与降阶问题 ，验证了3节所做的分析 ． 

8 

三 

Re【G(J∞)] 

图3 G2(j∞)与G (j∞)的Nyquist曲线比较 

Fig．3 The comparison between Nyquist curves of 

G2(j∞)and G (j∞) 

6 结论(Conclusions) 

本文讨论了基于积分最小二乘指标的频域辨识 

与模型降阶问题 ．通过 Pade近似 ，提 出了一种能够 

采用有时滞低 阶模型结构 的频域辨识与降阶新方 

法 ．深入分析了 Pade近似对结果的影响 ，给出了模 

型误差同 Pade近似误差的关系．利用该关 系可以很 

方便的估计引入 Pade近似对结果的影响，方便控制 

系统的分析 和设计 ．最后 的仿 真取得 了非 常好 的 

结果 ． 

应该指出，本文方法具有如下优点： 

1)采用带有时滞的低阶模型结构 ，具有更加广 

泛的代表性 ，能更好地表示原系统的动力学行为，避 

免了引入非最小相位零点等问题； 

2)所采用的指标更好地表达 了模型的动态特 

性 ，这对保证控制系统分析与设计的准确性、可靠性 

是非常有意义 的； 

3)通过引入 Pade近似 ，避免了产生非线性优化 

问题 ，使得可以采用最小二乘类算法高效求解 ，保证 

了结果的精度 ，提高了结果的可靠性 ，这对于处理实 

际问题是非常重要的 ． 

本文所提出的辨识与模型降阶方法统一了指标 

的合理性与求解的简单性 ，具有一定的工程意义 ． 
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