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摘要 ：采用分割状态空间为若干个子 区域的方法，对细胞神经网络平衡点 的稳定性进行分析 ．视平衡点在子区 

域边界上的情况 ，分别检验一个或多个相应区域内系统的矩阵的 Hurwitz性 ，得到了仅依赖 网络 自身元素的充分性 

条件 ．该结果容易检验，便于网络设计 ． 
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Stability analysis 0f equilibria of cellular neural networks 
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(1．Department of Control Science and Engineering，Huazhong University of Scienc~and Technology，Hubei Wuhan 430074，China； 

2．Mathematical De partment of Military Economy College，Hubei Wuhan 430035，China) 

Abstract：By dividing state space into some sub-domains，the stability of equilibrium ofthe cellular neural networks is all- 

alyzed．According to the location of the equilibria，the Hurwitzian of one or more system matrices in each sub-domain is exam— 

ined，and some sufficient algebraic conditions ensuring the stability of the equilibrium  are obtained．The conditions only depend 

OI1 the system parameters and are easily tested in the system design． 
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1 引言(Introduction) 

自Chua L．O．等人提出细胞神经网络(cry )理 

论⋯1以来，由于其在诸如图象处理和模式识别等领 

域的重要潜在应用 ，CNN的研究一直是个热点，同 

时也得到了许多的结果【 】．本文试图对文[1]提出 

的细胞神经网络，研究它的平衡点的稳定性 ，给出判 

定平衡点稳定性可程序化的方法和结果 ，推广文[2] 

关于平衡点只是区域 内点到一般情形 ，使之既适用 

于平衡点是区域内点又适用于区域边界点的情形 ． 

考虑如下的 CNN的状态方程 

l = 一 i+ ∑。 ( )+∑6 +，f，(1) 
l=1 i；1 

￡： l，2，⋯ ，n， 

或对应的向量形式 

：一 +Af( )+Bu+，． (2) 

其中， ( 『)(J：1，2，⋯，n)为第_『单元的饱和线性 

输出函数，其余参数与文献[1 4]中相同． 

为了后文论证的需要 ，引进如下引理 ，其证明可 

见文献 [2]． 

引理 1 CNN(1)至少有一平衡点 ． 

引理 2 CNN(1)满足全局 Lipschitz条件 ． 

2 主要结果(Main results) 

将 直 线 R 分 成 不 相 交 的 3 个 子 区 间 

(一∞，一1]，(一1，1)和[1，+ ∞)，从而把空间 R 

分成 3 个不相交的区域 ，按区域中点的坐标分量 

绝对值小于或等于或大于 l的个数可把这些区域分 

成 n+1类 ： 

： { ∈ I 的分量的绝对值有且仅有 k一1 

个小于 1，k：1，2，⋯，n+1}． 

设 =( ， ，⋯， ) ∈R 是 CNN(1)或 

CNN(2)的一个平衡点 ，其中有 m(m≥0)个分量的 

绝对值等于 l，其作分量的绝对值不等于 1．不妨设 

= ⋯ ： ： l， 

X r +l： ⋯ ： Xm ： 一 1，I I≠ 1， 

_『= m +1，⋯，n，0≤ r≤ m ≤ n， 

则平衡点 是上述 3 个区域中2 个的边界点．特别 

地，若 m =0，即所有分量的绝对值不等于 1，则平衡点 

是某区域的内点，以下各条定理中所言的区域的边 
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界点都是这个意义上的，即包括 m =0的情形 ． 

令 = i— ，i=1，2，⋯，n，则 CNN(1)写成 

= 一 + ∑aq[ (刁+ )一 ( )]．(3) 

引进两 个函数 (·)和 (·)如下 ： 

c z ={；： 三：： c ：{；：： ：三：： 
则对 ，= 1，⋯ ，r， 

￡(、zi+x 一 ‘、xi ： 

(刁+1)一1= (一刁)刁， >2； 

对 = r+1，⋯ ，m， 

(刁+ )一 ( )= 

(刁一1)+1= (刁)刁， <2； 

对 -『= m +1，⋯ ，n， 

fi zi+x 、)一fi x 、)： o x 、)zi． 

当 刁的取值使得 刁+ 与 同时落在三个区间之 

一 内部 ． 

从而 c~rN(3)化为如下形式 

2i：--Zi+∑[口 (一刁)] +∑ [aq (刁)]刁+ 

∑ [a／／ ( )]刁，i=1，2，⋯，n， (4) 

或写成 向量形式 

2： (一，+AD)z． (5) 

其 中 D=D(zl，z2，⋯， )是下面的 n阶对角矩阵： 

D =diag( (一 1)，⋯ ， (一z )， ( +1)，⋯ ， 

( )， ( 二+1)，⋯， ( ))． 

由于 是 2 个区域的边界点 ，在每个这样 的区域 

中 = — (i=1，2，⋯，m)有一组确定的符号 ， 

对应着一个主对角线元素为0或 1的矩阵 D，故这样 

的矩阵共有 2 个． 

定理 1 记 G=U { I 以 为其边界点}． 

1)若与区域 相对应 的矩阵D 使得矩阵 一， 

+ADI为 Hm'~tz稳定矩阵，则 CNN(5)的平衡点 

z：0(从而 Ct~ (2)的平衡点 = )在 上条 

件指数稳定 ，即 了a >0， >0，对 z(0)∈ ，CNN 

(5)的 解 l1 z(t)l1 ≤ 卢 l1 z(o)l1 exp(一 a t) 

(t≥ 0)； 

2)若 G中每个区域 对应的矩阵 使矩阵 

一 ，+ADI均为 H~witz稳定矩阵，则 CNN(2)的平 

衡点 ： 指数稳定 ，衰减率 a=rain{a }； 

3)若至少有一矩阵 使得矩阵 一，+AD 拟稳 

定 ，则 CNN(2)平衡点 = 或稳定但非渐近稳定 

或不稳定 ； 

4)若存在矩阵 使矩阵 一，+AD 不稳定 ，则 

cNN(2)平衡点 = 不稳定 ． 

注 1 拟稳定矩阵指矩阵的每一个特征根具有非正实 

部 ，且零实部特征根对应 的初等 因子是一次l的 ，矩阵不稳定 

指矩阵非拟稳定 ． 

证 1)在 内 CNN(5)是线性方程 组 ，且 系数 

矩阵是 Hurwitz稳定矩阵，由线性方程组的性质和结 

论成立 ； 

2)由 1)知 ，V z(0)∈ G，有 

II z(t)ll≤ ll z(o)ll e ≤ 卢ll z(o)ll e ‘． 

其 中卢=max{ ，l≤ ≤2 }，上式说明 cNN(5)的 

平衡点 z=0是指数稳定 的 ，从而 CNN(2)的平衡 点 

=  指数稳定 ； 

3)若平衡点 = 渐近稳定 ，则在矩阵 对 

应的区域 中条件渐 近稳定 ，从而 一，+AD 是 

Hurwitz稳定矩阵，与条件矛盾 ，故结论真 ； 

4)若平衡点 = 稳定 ，则在矩阵 D 对应区 

域中条件稳定 ，在该区域中系统是线性系统 ，平衡点 

稳定等价于矩阵 一，+AD 所有特征值非正 ，且零实 

部特征值对应的约当块是一阶的，这与条件矛盾，故 

结论真 ． 证毕 ． 

推论 1 (·)为附录中定义的矩阵测度 ，记 

=max{ (AD )，1≤ ≤ 2 }， 

则当 卢<1时 cNN(2)的平衡点 = 指数稳定 ． 

证 由附录中矩阵测度性质 2得 ， 

(一，+AD )≤ (一 )+ (AD )≤一1+卢 <0． 

再由性质 3知 ，矩阵 一，+AD 稳定 ，根据定理 1的 

2)知推论 1成立． 

推论 2 若矩阵 A =(口 ) 满足下述条件之 

一

，则 cNN(2)平衡点 = 指数稳定 ． 

1)存在正数 Pi， =1，2，⋯，n，使 

ma x ( + Pi I)<l； 

2)存在正数 P ，i=1，2，⋯，n，使 

口 I)< 1， 

Ij,I I 1 

( + I)< 1． 
， ‘ f ‘ 』 ，J 

证 条件 1)与条件2)都蕴含有 max[ lP(AD )] 

<1，由推论 1知 ，此时结论真．见 附录矩 阵测度性 

质 41． 

注 2 在推论 2中，取所有 pI都相等便得到只与系统 

参数有关的充分性条件 ． 
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定理 2 若 CNN(2)在 区域 ( 中有平衡点 

：  在有限边界上 ，则 = 在区域 ( )中条件 

指数稳定 ． 

证 由已知 ∈ ( )知 I I≥ 1一i=1， 

⋯

， ， V =( 1， 2，⋯ ， )T∈ ( )均有 I i I≥ 1， 

从而当 在 的某邻域中有 

= — = Xi一 1≥ 0，1≤ ≤ r， 

— Xi = f+ 1≤ 0，r+ 1≤ ≤ m ， 

I I> 1，m + 1≤ ≤ ， 

故 V(1)对应的矩阵 D =diag(0，⋯ ，0)= 0，从 而 

一 ，+AD =一，是 Hurwitz矩阵，由定理 1的 1)知， 

平衡点 = 在 (1)内条件指数稳定 ． 证毕 ． 

仿定理 2的证明，不难证明下面的定理 3． 

定理 3 设 = 是 CNN(2)在 区域 ( )的 

平衡点，不妨设 ( = { ：I I≥1，1≤ ￡≤ 11,一 

1，I I<1}，则 = 在 ( )内条件指数稳定的 

充要条件是 a <1． 

注 3 除上述几种区域外的其它区域中边界平衡点 

的稳定性分析与定理 2和定理 3类似 ，只需检验相应于包含 

平衡点为边界点 2 区域的2 个矩阵 一，+AD的 Hurwitz性 ； 

注 4 若平衡点为某区域的内点，由定理 2，定理 3和 

注 3可知 ，仅需检验一个与该区域相对应的矩阵 一，+AD的 

稳定性即可，这是文献[4]中关于平衡点稳定性的结果 ． 

3 例子(Example) 

下面构造一个例子应用本文的结果 ． 

例 考虑下面 CNN系统平衡点的稳定性 

㈡=一㈡+ 3 1 2 2 
1 3 

2 2 

f J l ~'-l、／、f，0、 【
⋯ )+llj’ 

首先分别在 3类 V(̈ ，V( ， ( 共 9个区域中 

求系统的平衡点，见图 1(只标出 P3，P5)． 

P1( ，一号)∈ 1( ，P2(2，导)∈ 1(1)， 

P3(一1，寻)∈ ，̈P4(寻，0)∈v4( ， 

P5(1，一要)∈ ‘̈． 

其中 P。，P ，P 为相应区域 的内点，容易判定分别 

为不稳定、区域指数稳定、不稳定[ ． 

对于 P3(一1， )，它是区域 V2( 与 V1( 的边 

界点，根据定理 2，它在区域 内条件指数稳定 ； 

在区域 1( 内，矩阵 D=diag( (z1)，a(5／2))中对 

应的z1>0(因为区域 { 在平衡点 P3的右方)，即 

D =diag(1，0)，从 而 

／一1 
一 ，+AD=I ＼

0 

寻 0] 
一

号。J= ÷ 0 1 
‘

—

2—— —。1 

该矩阵是不稳定矩阵，从而轨线在该区域 内沿两个 

方向趋近平衡点 ，而沿别的方 向远离它．因此平 

衡点 是不稳定的； 
1  

平衡点P5(1，一詈)是 与v4( 的边界点． 
厶  

在嵋 )与 内，对应的矩阵D分别为diag(1，0)和 

diag(O，0)，从而对应的矩阵 一，+AD分别为 

÷ 0 
1 

— 。

— —

2— —。1 

与 一1． 

分别是不稳定和稳定的，故平衡点 P 是不稳定的 ． 

。 B ( ) (。) 

’ j B 。) 

图 l 例 的分 区域 

Fig．1 The figure ofthe example 

4 结论(Conclusions) 

通过以上分 析，可以得到判定 细胞 神经 网络 

CNN平衡点稳定性的方法如下 ： 

1)分区域求出所有平衡点； 

2)对平衡点是区域内点的情况，由注 3知只需 

判定一个矩阵 一，+AD的稳定性 ； 

3)对平衡点是几个区域的边界点的情况 ，可以 

根据定理 2，定理 3和注 3讨论各个相邻区域的条件 

稳定性 ，然后综合各个区域的情况 ，给出平衡点稳定 

与否判断；或根据定理 1及其推论直接判断平衡点 

稳定性 ． 
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附 录 A(Appendix A) 

定义 A n阶实方阵A在某种诱导范数 ll·ll下矩阵测 

度定义为 

． ． 1l，+似 ll—I 
— —  一 一

‘ 

口一 0 

其 中 ，为单位矩阵． 

引理 A 关于矩阵测度有以下性质 ： 

1) (O)=0， (I)= 1， (c A)= c (A)，C> O； 

2) (A)≤ ll A ll， (A+B)≤ (A)+ (B)； 

3)矩阵 A是 Hurwitz稳定 的充分条件是存在某矩阵测 

度 (·)，使 (A)<0； 

4) lP(A)=
．  {Re( )+∑ l口 l}是对应向量 
1‘ ，‘ 

． 

范数 ll ll= ll ll 的矩阵测度，其中矩阵 P=diag(pI， 

P2，⋯，P )为正定矩阵 ． 

引理 A的证 明见文献[5]． 
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