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衰减激励条件下最小均方算法的收敛性 
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摘要 ：给出了衰减激励信号的定义，并在衰减激励条件下 ，利用随机过程理论 ，研究 了随机系统最小均方算法 

的收敛速率 ，阐述 了参数估计误差收敛时，衰减指数 和算 法中设计参变量 (收敛因子或步长)的选择方法 ．分析表 

明 ：在衰减激励 条件下 ，最小均方算法也具有 良好的性能：当衰减指数和设计参变量满足一定条件时，则参数估计 

误差一致收敛于零 ． 
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Convergence of least mean squares algorithm  

under attenuating excitation conditions 

DING Feng，)江A0 De-yun，DING Tao 

(Department of Automation，Ts~nghua University，Beijing 100084，Oaina) 

Abstract：The defmifion of attenuating excitation signal is given，and the convergence rate of the least mean square 

algorithm ，using stochastic process theory，is studied for stochastic systems under attenuating excitation．The way to choose the 

attenuating index and design variable(convergent factor or stepsize)is stated for guaranteeing the convergence of the parameter 

estimates，an d the analysis indicates that un der aUenthag excimtion the least mean square algofithra also has a good performance： 

i．e．，the parameter estimation error given  by the least mean  square algorithm uniformly converges to zero when the attenuating 

index an d design variable satisfy some proper conditions． 
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1 引言 (Introduction) 

辨识算法的收敛性往往是考虑时间 t一 。o时 

参数估计的行为，然而在实际中，不容许长时间加入 

一 持续激励信号对系统进行扰动试验，因此，衰减激 

励条件下或不满足常规激励条件下辨识算法的收敛 

性研究受到了普遍重视 ．文[1，21分别研究了不完全 

激励条件和不充分激励条件下辨识算法的收敛性 ． 

文[3，4]分别讨论了衰减激励条件下，确定系统投影 

算法和多信息辨识算法的收敛性 ．本文将这一研究 

推广到随机系统 ，研究最小均方算法在衰减激励条 

件下 的收敛性 ．分析表明在适 当条件下 ，LMS参数 

估计均方误差收敛于零 ．因为衰减激励信号对系统 

的影响只是暂时的(短时间的)，而又可保证参数估 

计的收敛性 ，这对于提高辨识算法 的应用效果具有 

重要意义 ．在条件衰减激励条件下 ，研究最小均方算 

法的收敛性仍是今后需攻克的难题 ． 

2 系统描述与衰减激励条件的定义(System 

description and the definitions of attenuating 

excitation conditions) 

考虑下列随机系统的辨识问题 

fA( )Y(t)= ( )u(t)+口(t)， 

{A(z)=1+8Iz一‘+82z一 +⋯+8 一 ·，(1) 

【a(z)=bt 一‘+bE 一 +⋯+6 ． 一 ． 

其中 {u(t)}和{Y(t)}分别是系统的输入和输出序 

列，{ (t)}是零均值随机噪声序列 ，： 为单位后移 

算子．设阶次 n。和 6已知． 

定义参数向量 0和信息向量 (t)分别为 

0=[8I，82，⋯， ，bI，b2，⋯，b ]T∈R ， 
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则式(1)可以写成如下向量形式 

)，(t)= (t) + (t)． 

其 中上标 T表示矩阵转置 ． 

(2) 令 )= ㈤ 'e>。． (4) 

估计系统(2)参数 的最小均方算法有如下形式 

(t)： (t一1)+ (t)[y(t)一 (t) (t一1)]． 

其中 为收敛因子或步长．理论分析表明只要 0< 

(t) (t)<2时，LMS算法就收敛 ，但并不保证参 

数估计精度．为了研究方便，通常将 LMS算法修改为 

(t)= (t一1)+ _= [y(t)一 

(t) (t一1)]，0< ≤ 1． (3) 

其中矩阵 X的范数定义为 lJ X II =tr[X X ]． 

设噪声 (t)是定义在概率空间(Q，F，P)上的 

鞅差序列，且适应 于由直到且包含 t时刻的观测生 

成 的递 增 d代 数 序 列 {Ft，t∈ N}，其 中 Fl= 

d(Y(t)，Ⅱ(t)，Y(t一1)，Ⅱ(t一1)，⋯，Ⅱ(0))，Fo包 

含所有初始条件信息．{ (t)}满足下列假设[5】： 

A1)E[ (t)I —1]=0，a．s．； 

A2)E[口 (t)I —1]=d2 (t)≤ d2 <∞，a．s．； 

A3)li p÷ V2( )≤d2 <∞，a．s_． 
定义 持续激励信号 ：对于信号 o(t)，若存在 

常数 0<口l≤ l< ∞，正整数 N≥ n使下式成立 

A4) 

口l，≤ ∑ (t— +1) (t— +1)≤J8lI， 

t> 0， 

Uo(t)垒[Ⅱo(t)，Ⅱo(t一1)，⋯，Ⅱo(t～n+1)T∈ R“， 

则称 uo(t)为 n阶持续激励信号． 

在先前 的辨识算法的收敛性分析 中，一般要求 

输入 u(t)至少为 n阶持续激励信号，或要求信息向 

量 (t)是充分丰富的[6]，即存在常数 0<a < 

∞ 和正整数 N≥ n满足 

A5)a，≤ ∑ (t+ ) (t“)≤ ，
i 

a ．s．， > ．

= 1

t 0 

条件 )称为 (n阶)强持续激励条件 ．相应地 。弱 

持续激励条件定义为 

A6)lira 1∑ ( ) ( )：R>0． 

条件激励条件[6]定义为 

A7)口I≤E[ ∑ (t+f) (t+ )I Ft—1]≤ 

，a．s．，t>0，0< a≤ 卢< ∞． 

上式 中 u(t)称为衰减激励信号，￡称为衰减指数， 

uo(t)为满足 A4)的持续激励信号 ，Ⅱl(t)为非持续 

激励信号(最特别的情形是 u。(t)； 0)．对应 的衰 

减激励条件可以定义为 

AS) ，≤ “  ( )≤ 

，a，s．，t> 0，口， > 0，N ≥ n． 

当 e=0时，条件 A8)等同如 A5)，故强持续激励条 

件是衰减激励条件的一个特例 ． 

同样 ，条件衰减激励条件定义为 

A9) ≤ E 1 ,,-L (川 ) (川 )I 

— l J≤ ，a，8．，t>0，口，J8>0，N≥ n． 

值得指出的是，衰减激励信号的定义可以有多 

种形式，如 

t)：而  币 ～  )， (5) 

c > 0，￡ > 0， 

对应的衰减激励条件也有多种形式．但是，式(4)的衰 

减激励信号和衰减激励条件 A8)的表达式最简单，在 

工程上也最容易实现 ．要验证以条件期望形式给出的 

激励条件 AT)和A9)都是不容易的，而条件 A5)和 A3) 

极易验证．因此，本文的讨论是针对条件 AS)进行的． 

3 基本引理(Basic lemmas) 

引理 1 设非负序列 { (t)}，{8 }，{b }满足下 

列关系 

(t+1)≤ (1一口I) (t)+b ，t≥ 0， 

而口。∈[0，1)，∑n。=∞， (0)<∞，则有 

limx(t)≤ lim ． 

其中假设上式右端极 限存在 ． 

证 参见文[6]． 

引理 2 对于系统 (2)和算法 (3)，定义转移矩 

阵，即 

L(t+1， )=[I-／．t~ ] (t， )， 

(i，i)= I． (6) 

如果衰减激励条件 AS)成立 ， 是非增的，则有 

p 垒 [LT(t+N，t)L(t+N，t)]≤ 

Nagt+N
— l 

2(1+M)(N2+1)(t+N 一1) ‘ 

M 垒 nN ． 
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其中 ( )表示 X的最大特征值 ． 

证 设 0是矩阵 LT(t+N，t) (t+N，t)的最 

大特征值 』D 对应的单位特征向量 ，构造差分方程 

f +。：[，一 了{ ] = { 
L(i+l'i) ‘ (7’ 

【 = 。． 

利 用 转 移 炮  LL t，‘ 削 T~-J贝 L f，I L l，5， 

L(t，5)，有 

l+Ⅳ= L(t+N，t) I= L(t+N，t) o， 

ll ．Ⅳll = T(t+N，t) (t+N，t)VO=Pl， 

+。 +。 = Tf I-~,i ] = 

j[，一2 + 

≤ ≤ 

[ 一竺三 -_ ] = 

或 

T 
一  (2一／I ) 

2 ) 

由于 0< ≤ I， 

N-I lI 

i 0 -r = - 

i) II 

(i)II 

于是有 

I+ ll ( )ll ’ 

I II 一 II ll ． 

(t+i) + ll 
U (t+ )II ≤ 

N-I 

c2-／zt+i， ≤ 

ll ll 一 ll +Ⅳll =I一』D ． (8) 

对任意i∈[o，N—1]，利用公式(∑口 b ) ≤ 

(∑口；)(∑6 )，由式(7)和式(8)有 
II I+i一 o II = 

i-1

+ 钆  

i-1 II (t+ ⋯ (t+．『) + 

糸 —— ≤ 
i- 1 

≤ 

c i-1 
≤ 

~／- ≤~／_丽丁二_ ． (10) 

衰减激励条件 A8)取迹 ，可得 

ll (t)I1 2≤ M = 凡 p，a．s．，t>0． (11) 

在条件 A8)两边左乘 ，右乘 0，考虑到 ／I 是非增 

的，利用式(8)和式(9)，有 

№  

(t+ N—1) 。冬 

∑ (t+ ) (t+ ) ≤ 

一  ％白 “ ≤ 
1+M N-1 ll (t+￡)( 0一 + + + )II 

白 “—— 一 ≤ 
2(1+ )r N-1 II (t+ )(钆  

． _ 台 “—T + 

N-1 II (t+ ) ⋯ ll 1 
“ ≤ 

[∑N-1 ll 
+ 一 。 ll +(1一lDt)]≤ 

_±_ [ⅣⅣ(1一』Dt)+(1一lDt)]： 

_±_ (Ⅳ +1)(1一』Dt)，a．s．． 

从上式求得 P 即得引理的结论 ． 

如 果将衰减激 励条件 A8)改 为 

A10) +i) (t+i) 

百 ≥ 
—

I)—2t>0，a·s。，‘>0，Ⅳ ≥ 凡’ 

则有 

1 

Na1．tl+Ⅳ
一 1 

P ≤ 面 ’a 一 

(12) 

4 主要结果(Main results) 

关于最小均方算法(3)的收敛性有定理 ． 

定理 1 对于系统(2)和算法 (3)，假设 A1)一 

A3)成立 ，噪声 { (t)}与输人 { (t)}不相关，衰减 

激励条件 A8)成立 ，那么 LMS算法给出的参数估计 

误差 E[1l (t)一0 ll ]收敛于零充分条件是 ：非增 

收敛因子 ／1 ∈ (0，1]满足 

∑ =∞， 

lim = !! !± 二! ：0
． 儿 一 = U ． 

1_． I+N一1 

鞅理论和随机过程理论是分析常规辨识方法收敛的主 

∑Ⅲ 一+ Ⅳ 一 
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要工具c ～ ，下面用随机过程理论来证明这个定理 ． 

证 定义参数估计误差向量 

(t)= (t)一 (t)， (13) 

并假定 8(0)与 { (t)}无关 ，且 E[1l 8(0)ll ]< o。， 

利用式(2)和式(3)可得 

(t)= (t)一 = 

0(t-1)+ t (t-1)+ )]= 

+ 

L(t+1，t) (t一1)+ 
1+ l 

I 

1+ll 

。9(t) 

l (t) 

(t+1，t—N +1) (t一Ⅳ)+ 
N-I 

c t+l,t-i+l 舡  

(14) 

式(14)两边取范数 ll*ll 得到 

ll (t)ll 2= 

(t—N)L (t+1，t—N +1)· 

L(t+1，t—N +1) (t—N)+ 

28 (t—N)L (t+1，t—N+1)· 

N-I 

ct+l,t-i+l + 

Il N-I (
t+l,t-i+1) 舡  

(t—N)L (t+1，t—N +1)· 

L(t+1，t—N +1) (t—N)+ 

28 (t—N)L (t+1，t—N+1)· 

N-I 

ct+l,t-i+l 舡  

Ⅳ (t+l,t-II Ⅲ ) 舡 i)11 2
i o "1-II 

．  Ⅳ∑ ( Ⅲ ) (t一 ． 
=  1 ＼ ‘ 一 ‘， ll 

(15) 

由于对任意 i≥ 1，L (t+1，t—i+1)L(t+1，t— 

i+ 1)的最大 特征值 小 于或 等于 1．令 (t)= 

E[Il (1)Il ]，式(15)两边取期望，并利用条件 A2) 

一 AS)得到 

T(t)≤ 

p卜．N+I (t一Ⅳ)+0+ 

一  (t—i) 

N-1 

Ⅳ)+2N∑ 2 
= 0 

N-l 

p +1 (t一Ⅳ)+2腑 ∑ 2 ． (16) 
i： 0 

由于 是非增的，利用式(12)~-ff]得 

T(t)≤ 

p卜．Ⅳ+1 (t一Ⅳ)+ N2．2．-N+I ≤ 

Na,uI+Ⅳ一1 
2(N +1)(t+N 一1) ‘ ) (t一 

Ⅳ)+Ⅳ 口 ；一Ⅳ+1． (17) 

为了使 T(t)：E[1l (t)ll ]一 0，根据引理 1， 

收敛因子(设计参变量)必须满足 

客2 N 1 N 1=o。， (18) ( +)(t+ 一) ‘一 ’ 
lim (t)≤ 

l
—

ira Ⅳ 2 ；一 +。 尘 —±1 =。
．  

(19) 

定 理 1证毕 ． 

定理 2 在定 理 1的假设下 ： 

i)如果收敛因子 满足 

t ■ ’ 

C > 0，C1> 0，0 ≤ 4e < 1， 

则均方参数估计误差以0( 1 )速度收敛于零． 
ii)如果收敛因子 满足 

C1> 0，0 ≤ 4e ≤ 1， 

则均方参数估计误差以0( 1)速度收敛于零． 
iii)如果收敛因子 满足 

_ ，c->0 ■ l>u 

C > 0，0 ≤ 4e + C ≤ 1， 

则均方参数估计误差以0( )速度收敛于零． 
证 根据极 限和级数理论 ，满 足式 (18)和式 

(19)的 无穷多 ，将 代人式(19)不难得到定理 2 

的结论 ． 

上述 定 理说 明：若设 计 参 变量选 择 为 = 

0(t-2~／lnt)，衰减指数满足0≤e<1／4，则 LMS参 

数估计均方误差以 OI l速度收敛于零，即 、In‘， 

E[ t) =0(而1)． 
(下转第 116页) 
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梯度下降学习方法⋯相 比所需 CPU时间最短 ．这也 

是本文提出方法 的优点之一．图 3中实线是实际系 

统 ，虚线是模型输出 ． 

5 结束语(Conclusion) 

基于一种新的模糊模型，用三角形隶属 函数代 

替模糊聚类隶属函数 ，用加权递推最小二乘算法代 

替启发式误差反馈学习算法，从而大大缩短 了非线 

性系统模糊模型的建模时间，适用于在线辨识与控 

制．仿真结果表明了这种方法的有效性与实用性 ． 
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5 结束语 (Conclusion) 

在衰减激励条件下 ，对随机系统最小均方算法 

的收敛性分析表明：只要衰减指数 ￡满足 0≤ ￡< 

1／4时，最小均方算法给出的参数估计误差就收敛 

于零 ，而条件数可以是无界的，这放宽了最AsS_乘收 

敛的条件．因为衰减激励信号对 系统的影响只是暂 

时的(短时间的)，而又可保证参数估计的收敛性，这 

对于提高辨识算法的应用效果具有重要意义 ． 
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