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摘要：研究具有小时滞的线性大系统的次优控制问题 ．首先将子系统 状态 向量增量 和子 系统耦合项 视为大系 

统附加扰动输入．再利用无滞后转换法的思想结合微分方程的逐 次逼近法 ，将一个既含 有时滞项 又含有超前 项的 

高阶两点边值问题分解 为若干个解耦的、既不含时滞项 又不含超前项 的低 阶两点边值问题族 ．最后用最优 控制的 

有限次逼近结果作为大系统的次优控制律 ．对小时滞线性大系统 而言，利用此方法可使 计算次优控制律 的迭代次 

数大大减少 ，因此该方法尤其适合于具有小时滞的线性大系统的次优控制器设计 ． 
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Suboptimal control for linear large·scale system s with small time—delay 

TANG Gong—you，W ANG Fang 

(Department of Computer Science，Ocean University of Chilla。Shandong Qing~o 266071，China) 

Abstract：The suboptimal control for linear large-scale system s with small tim e-delay is studied．First。all the increments 

of state terms and interconnected term s among subsystems are considered as additional disturban ces．Then by using the non-delay 

transform ation approach and the successive approximation me~od of differential equations，we transform  a higher order two- 

point boundary value problem with time-delay and time—advance term s into a group of decoupled lower order ones without time- 

delay andtime—advance terms．Finally，the definiteiterafive values of optimal solutions are taken as a suboptimal controllaw for 

the large‘scale system ．For the linear large-scale systems with small time-delay。iterafive times computing suboptimal control 

law Can be greatly reduced．Th erefore，this approach is specially suited for the suboptimal controller design for the linear large- 

scale systems with small time-delay． 
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1 引言(Introduction) 

由于现代科学 日趋信息化和系统化 ，涉及到复 

杂大系统的问题越来越多 J．时滞大系统控制问 

题是大系统理论中很重要 又非常难解决 的课题之 

一

． 对状态变量具有时滞的系统 ，由于其最优控制问 

题往往导致求解既包含时滞项又包含超前项的两点 

边值问题u．2 J，所以无论是解析解还是数字解都是 

困难的．为避免求解最优控制律的困难 ，近年来有人 

研究时滞系统的保性能控制l4， ．这种控制算法可 

以保证性能指标 收敛，但不能保证性能指标值尽量 

小 ．从而追求时滞大系统的次优控制不失为一个可 

选的途径n．5 J．目前对时滞系统次优控制的研究方 

法主要有灵敏度法[。．5’引、奇异摄动法n， 、无滞后转 

换法[ ．5，0】及李雅普诺夫泛函法等[。， ．本文研究状 

态具有小时滞的线性定常大系统 的次优控制问题 ． 

首先在大系统中引入状态 向量的增量 ，将该增量和 

子系统间的耦合项 当作 附加扰动输入 ．从而将大系 

统分解为 Ⅳ个具有附加扰动输入的解耦子系统．然 

后利用无滞后转换法的思想结合微分方程的逐次逼 

近法将既含有时滞项又含有超前项 的高阶两点边值 

问题化为 Ⅳ个解耦的且不含时滞项 和超前项的低 

阶两点边值问题族 ．最后用最优控制的有限次逼近 

结果作为大系统的次优控制律 ．对于具有小时滞的 

线性大系统 ，利用此方法可使计算次优控制律的迭 

代次数大大减少 ，因此该方法尤其适合于子系统关 

联项具有 小时滞的线性大系统的次优控制器设计 ． 
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2 问题描述(Problem formulation) 

考虑可分解为 Ⅳ个子系统的线性时滞大系统， 

第 i个子系统用下列微分差分方程描述 

r (t)=A“ (t)+Af (t)+B uj(t)+C j(t—r)， 

{ t>0， 
【 i(t)= i(t)，一r≤ t≤ 0，i= 1，2，⋯ ，Ⅳ． 

．  
(1) 

其中 ∈R ， ∈R r1分别为第 i个子系统的状态 

和控制向量 ， i(t)为初始 函数 向量，At= [A ⋯， 

Am l，0，Am 一，A Ⅳ]，A ，和 c 为适当维数 的 

常量矩阵，r>0是较小的时滞项，∑n ：n，∑ 

=r．问题是要寻找u (f)，使得性能指标J=∑J 

取得极小值 ．这里 

．， =寺{ ( )Fix (ti)+ 

l [ (f)Q (f)+u (f)尺 u (f)]df}．(2) 

其中 和 Q 为半正定矩阵，R 为正定矩阵．假定大系 

统(1)和性能指标(2)满足线性最优调节器问题解的条 

件．系统最优性的必要条件导致下列两点边值问题 

(t)=Ai (t)+Aix(t)+Cixi(t—r)+Biui(t)， 

·0 < t≤ ti， 

r Q i(t)+A (t)+c (t+f)， 

一  (f)={ 0<f≤ti-r， 
【Qi (f)+A f(f)， 一r< f≤ ， 

R (t)+B f(t)=0，0< t≤ fr，i=1，2，⋯ ，Ⅳ． 

(3) 

边界函数为 

{ ： F ： i ‘1 2， ：，Ⅳ．c4， 【 ( ，)= i( r)， =，，⋯，Ⅳ． ⋯ 
(3)和(4)是 Ⅳ个互联的既含滞后项又含超前项的 

两点边值问题 ，此类 问题无论是解析解还是数值解 

都是非常困难的[1'引．由式 (3)的第一式得 

u (t)=一尺 B c(t)，i： 1，2，⋯ ，N． (5) 

将问题(3)变形为 

r一工 (t)=Q (t)+ (t)+cT△ i(t+r)， 

{露；(f)=A i(f)+A (f)一s c(f)一C Axi(f)， 
tO < t≤ t，，i = 1，2，⋯ ，Ⅳ ． 

(6) 

其中 

f= A + cf，S = B B ， 

△ ic t+r ={二 ’一 i‘‘’’ 二 ‘ ， 
Ax (t)= (t)一 (t—r)． 

由于已假设 r值较小 ，因此 II△ II和 II Ax II一般 

相对也较小．可暂将 △ i(t+r)和 Ax (t)视 为扰 

动．Aqxj(i，J．：1，2，⋯，N，i≠ )是子系统间的关联 

项 ，如果再将该项视为扰动 ，则问题(6)被分解为不 

含时滞 项和超前 项 的 Ⅳ 个解 耦 的低 阶两 点边值 

问题 ． 

3 预备引理(Preliminary lemmas) 

考虑可分解为 Ⅳ个子系统的 自治线性 时滞大 

系统 ，第 i个子系统为 

f贾i(t)= Ai i(t)+Aix(t)+ CiLXxi(t)，t>0， 

【 i(t)= f(t)，一r≤ t≤0，i=1，2，⋯，Ⅳ． 

(7) 

令 (t)：exp(A“t)，定义向量函数序列 { (t)}为 

xO(t)= (t) (0)，t> 0， 

㈩ = f) )+ f—r)[ -l(r)+ 

Cf△ (r)]dr，t>0， 

k (t)= f(t)，一r≤ t≤ 0， 

i： 1，2，⋯ ，N ，k = 0，1，2，⋯ ． 

(8) 

引理 1 在区间 t∈ [0，f，]，序列(8)一致收敛 

于大系统(7)的解 ． 

证 将大系统(7)表示为紧凑形式 

f (t)=Ad (t)+A (t)+CAx(t)，t>0， 

【 (t)= (t)， 一f≤ t≤ 0． 

(9) 

其中 

Aa=blockdiag(A“)，A =block[A ]NxN—Ad， 

C = blockdiag(Ci)， 

= [ j’， ，⋯， ] ， =[ ， ，⋯， ] ． 

将式(8)写为如下形式 

X0(t)= (t) (0)，t>0， 

t)= ㈩  )+ t—r)[ ’l(r)+ 

CAx (r)]dr，t>0，k：1，2，⋯， 

k(f)= (f)，一r≤ t≤ 0，k =0，1，2，⋯． 

(10) 

这里 (t)：blockdiagl (f)}．令 

。 

f)lJ， 
。∈ I，】JJ (f)II， 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


第 1期 唐功友等 ：具有小时滞的线性大系统的次优控制 

Ⅳd= ll A ll， = ll C l1． 

选 (·)的范数，使得 ll (0)II= II，II=1，即有 

M ≥ 1．所 以 

ll xl(t)一 。(t)ll= 

II fI (t一，)[(A+c) (，) (0)一 

。(rr)II dr II≤ 

M (Na+ )Lt+MN,Lr+M (t—r)≤ 

LM (N。+2No)t，0< t≤ ，， (11) 

I1 X2(t)一 (t)I1≤ 

M(Na+Ⅳc)[1 II (r)一 。(r)II dr+ 

 ̂l II (r—r)一 。(r—r)II dr]≤ 

LM (Na+2Ⅳc)[(Ⅳd+No) t2+Ⅳc 亏 】≤ 

LM (Na+2Ⅳc) ，0< t≤ ． (12’ 

同理可得 

(t)一 一 (t)II≤ LMk+ (Na+2Ⅳc) tk
， 

L0 < t≤ t，． 

(13) 

由三角不等式知 ，对任意的 ．『，有 

II (t)一 (t)II≤ 

∑筹 (Ⅳd+2Ⅳc)‘≤ 

巡等 LMk 1 exp-rL IV，a Z,IV c]， ( + )! r上 十 ，‘ ’ 
0 < t≤ t，， 

(14) 

所以 { (t)是 C [一r， ]中的 Cauchy序列 ，即这 

个序列是一致收敛 的．由于 是任意的，所以这个序 

列的极限是系统(9)的解 ．引理证毕 ． 

4 主要结果 (Main results) 

现构造下列两点边值问题族 

r一工 (t)=Q (t)+-̂Tf̂ki(t)+cTi厶̂ ki一 (t+r)， 

{贾 (t)： (t)+A 一 一s (t)一cf△ 一 (t)， 
tO < t≤ t，

， i= 1，2，⋯ ，N，k = 1，2，⋯ ． 

(15) 

边界函数为 

f (t)= i(t)，一r≤ t≤ 0， 

【 ( )= Fixl(0)，i= 1，2，⋯，N，k=1，2，⋯． 

(16) 

其中 

f△ (t)=0，Ax~(t)=0， 

j△ ct+r ={ ： _ t’’。 ： 一 
l／,2(t)： (t)一 kf(t—r)， 【
0 < t≤ ， ： 1，2，⋯ ，N ，k ： 1，2，⋯ ． 

(17) 

并构造相应的控制序列 

Ⅱ (t)=一R 曰 (t)，i=1，2，⋯，N，k：1，2，3，⋯． 

(18) 

对固定的 k，问题(15) (17)是 Ⅳ个解耦的、无时 

滞和超前项的非齐次两点边值问题． 

定理 1 满足两点边值问题族(15) (18)的 

解序列 { (t)l和 {u (t)1分别一致收敛于由式(1) 

和式(2)给出的优化问题的最优状态轨线 (t)和 

最优控制律 u (t)． 

证 设 

f (t)=Pi(t)xf(t)+g (t)， 

l0< t≤ ‘，，i= 1，2，⋯ ，N，k= 1，2，⋯ ． 

(19) 

其中 Pf(t)是待定 的正定时 变矩 阵，由 (t，)： 

Fixi( )可知 g ( )=0，再由式(19)可得 

△ (t)= Pf(t)△ (t)+△g (t)，0< t≤ t，． 

(2O) 

将式(19)两边求导数 ，将式(2o)和 (15)的第二式代 

入可得 

(t)=[户i(t)+P (t) i—P (t)SiPf(t)] (t)一 

P (t)ci△ -1(t)+Pi(t)A 七一_一 

Pf(t)s (t) +官 (t)，0< t≤ t，． (21) 

又将式(19)，式(20)代人式(15)的第一式，得到 

工 (t)=一(Qi+ TPf(t)) (t A-Tigki(t)一 

c [Pf(t)ax~ (t+r) △g (t+r)]． 

(22) 

其中 

△g ct+r，={三 ； )’一g ‘‘ ’ ‘ _‘ ．' 
比较式(21)、式(22)得 矩阵微分方程 

『一Pi(t)=Pi(t) i+ (t)一Pi(t)sfPi(t)+Q；， 

{ 0≤t< ， 
【Pf(‘，)= Fi， 

(23) 
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及共态方程 

f窖 (t)=[一 +Pf(t)si]gf(t)+Pf(t)ci-Axki一。(t)一 

l P (f)A 一。(f)一CT[Pi(f)△ 一 (f+r)+ 

I △g (f+r)]，0≤f< ， 
【g ( )=0，k= 1，2，3，⋯． 

(24) 

从式(23)中可求出正定矩阵 P (f)，代入式(24)，可 

以通过反 向积分解 出 g (t)．将式(19)代入式 (18) 

得到第 k次逼近的最优控制 

Ⅱ
k

i(t)：一R 。 [P (t) (t)+g (t)]．(25) 

将式(25)代入式(15)的第二式可以得到第 k次逼近 

的最优闭环系统 

(t)=( —SiP (t)) k (t)+A 一 (t)一 

|s (t)一cil△ (t)，0< t≤ ． 

(26) 

由引理 1可知，式(24)和式(26)的解序列 {g (t)}， 

{ k (t)}是一致收敛 的，故 {Ⅱk (t)}也是收敛 的．记 

gi(t)和 Ⅱ (t)分别是序列 {g (t)}和 {Ⅱk (t)}的极 

限，所以序列 { k (t)}的极限 (t)是最优控制问题 

(1)和(2)的最优状态轨线 ．由此得到最优控制律为 

Ⅱ (t)=一R [Pi(t) (t)+g (t)]， 

= 1，2，⋯ ，N． (27) 

定理 证毕 ． 

事实上求得当 k一 ∞ 时式(25)的解析解几乎 

是不可能的．如果在式(25)使 k充分大 ，则会充分接 

近最优控制结果 ．在实际应用中可按如下算法寻求 

次优控制 ．由式(25)得 

ui (t)=一R 。 lim[P (t) kf(t)+g (t)]= 
∞  

一 R 。 T [P (t) (t)+limg (t)]． 
t—· ∞ 

(28) 

在式(28)中，用 m取代 ∞则得到另一种控制律的 m 

次逼近表达方式 

(t)=一R 。 T [Pix (t)+gn i(t)]， =1，2，⋯，Ⅳ． 

(29) 

注意到在式(29)中的第一项中的 (t)是 k一 ∞时 

的精确解，只有其第二项 g (t)为第 m次近似解 ．因 

此 ，式(29)比式(25)更接近最优解 ．次优控制律是 

这样确定的，P 由式(23)一次性求出，按 m =1，2， 

⋯ 顺 序 由式 (24)求 出 g (t)，代 入 式 (29)求 出 

“ (t)，并计算 △ =I厶一l一厶 1．给定 e>o和正 

整数 ，当 △ + <e，k=0，1，⋯， ，则 瓦 (t)则为 

(1)的次优控制律 ． 

对于一般低阶时滞系统应用此方法作的系统仿 

真结果及曲线见文献[8]． 

5 结 论 (Conclusions) 

本文的理论贡献总结如下 ：i)在具有小时滞的 

大系统 的子 系统 中引 入状 态 向量 的增 量 ，将 该增 量 

和子系统间的耦合项 当作附加扰动输入 ，从而将大 

系统分解为 Ⅳ个具有附加扰动输入的解耦子系统 ． 

ii)利用无滞后转换法的思想结合微分方程 的逐次 

逼近法将既含有时滞项又含有超前项的高阶两点边 

值问题化为个解耦的且不含时滞项和超前项的低阶 

两点边值问题族 ．iii)给出了子系统的次优控制律 

的具体算法 ． 

对于同样精度的次优控制律而言，利用该文 的 

方法其计算 的迭代次数将随着时滞量 的增大 而增 

加 ．因此本文的方法特别适合于具有状态小时滞 的 

线性大系统的次优控制器设计 ． 
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