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摘要 ：从理论上分析了小波神经网络节点过多及鲁棒 性差的原因 ，基于主成份分析(PCA)的思想提出了一种 

规模小、抗干扰性强的广义小波神经网络(EWNN)及其优化方法 ．仿真结果表明，用该方法设计 的广义小波神经网 

络 ，其非线性逼近能力及稳定性都明显优于普通小波神经 网络 ． 
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Extended wavelet neural network structure and its optim al m ethod 
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Abstract：The problems for wavelet neural network with large scale of nods and poor robustness ale an alyzed．An extend- 

ed wavelet neural network(EWNN)and its optimal method，which has fewer nods and strong obstructive resistance．ale de． 

signed on the basis ofthe principal component analysis(PeA)，The simulation~sults show tIlat EWNN is superior in nonlinear 

approximation and stability to the average wavelet netw ork． 。 
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1 引言(Introduction) 

小波神经网络是 20世纪 90年代初结合小波分 

析理论和神经网络两者的优点而提出的一种前馈型 

神经网络，它在非线性函数逼近方面所具有的最佳 

逼近和全面逼近能力正 日益受 到人们的重视-l-2 J． 

对小波神经网络拓扑结构的设计、网络的学 习算法 

以及鲁棒性的研究也不断有成果出现，但其结构规 

模大和鲁棒性差的问题还未得到很好的解决 ． 

小波神经 网络可以看作是用小波函数代替神经 

网络中的激励函数而形成的一种神经网络 ．基于连 

续小波函数的小波神经 网络 (cwr~ )，其学习算法 

同一般前馈神经网络 (如 BP网络)的算法一样 ，可 

通过对教师值的学习确定出各基元 函数的伸缩和平 

移参数及相应的权值 ．虽然利用小波分析理论可指 

导网络的初始化及学习过程 ，但诸如网络拓扑结构 

的确定、类似 BP网的非线性优化所 固有的缺陷等 

问题仍严重影响着它的应用 ． 

正交小波网络(owr~)是建立在多分辨分析基 

础上的一种网络 ，其 内容丰富，理论研究也易于深 

入．但由于正交基构造复杂，除个别正交小波(如 haar 

小波)外，大多不能用显式表示 ．另外， bechies[3]已 

证明：具紧子集 的正交基不可能具有任何对称性 ．因 

此，用之作为滤波器就不可能有线性相位(甚至不可 

能有广义线性相位)，从而会产生失真．这些不足极大 

地限制了 OWNN在工程上的应用L4J． 

以小波框架作为基 函数的离散小波神经 网络 

(DWNN)，则避免了以上两种网络的缺点 ．由于不考 

虑正交性 ，基小波的选取有很大的 自由度，这为网络 

的实际应用奠定了基础 ．根据信号及基函数的时．频 

域特性可很快确定出伸缩参数和平移参数的取值范 

围，只有权系数成为唯一待确定 的参数 ，网络的学习 

算法从非线性优化问题变为线性优化问题 ，有很好 

的应用价值 ．本文从理论上对 DWNN尚存在的问题 

进行了讨论，通过主成份分析，对网络的结构进行 了 

改造 ，提出了一种规模小且抗干扰性强的广义小波 

神经网络 ． 

收稿 日期 ：200O—II一06；收修改稿 日期 ：2002—02一l8． 

基金项 目：国家 自然科学重点基金(60234010)；高校博士点基金(2000028704)；南航青年科学基金(S9919305)资助项日 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


126 控 制 理 论 与 应 用 2o卷 

2 离散小波神经网络模型分析(Model analy— 

sis of discrete wavelet neural network) 

2．1 小波框架 (Wavelet frame) 

设小波函数 ( )∈ L (R)n L (R)，满足允 

许条件 

f!垒 ∞<∞
．  

J l c￡，l 

其 中 (cc，)为 ( )的 Fourier变换 ．对 ( )伸缩、 

平移变换得到离散小波函数族{ ， ( )}，其中 

， 
( )= 0,- (口一 一nb)， ⋯  

(m，17,)∈ ，Cl,>0，b>0． 

定 义 1 若离 散小 波 函数 族 { ， ( )}在 

(R)中满足以下框架条件 

A II，II ≤ ∑ I( ，)I ≤B II，II ， 
(m， )∈ 

厂∈ (R)， (2) 

则称 { 。 }是一个框架，A， 称为框架界．若 A=B， 

则称框架为紧框架．特别地，当A=B=1且 II ， II 

1时，{ 。 ( )}成为 L2(R)的标准正交基． 

对于 ll ， ll； 1的紧框架 ，A的大小决定了 

紧框架 { ， ( )}中函数之间的相关程度 ，即它们 

所含信息的冗余程度 ，此时又称 A为框架的多余比． 

A越大，表明 ， ( )之间的相关性越高，冗余信息 

也就越多．从直观上看，能用较少的正交基函数表示 

的信号 ，如用相关性高的框架表示时，框架所含函数 

的个数相对正交基要多得多．因此 ，以 ， ( )为基 

元函数的 DWNN的结构就会过于庞大，用统计 的方 

法还可证明这种 DWNN的鲁棒性也较差 ． 

2．2 I}WNIg的 性 能 分 析 (Performance analysis of 

OWNS) 

以单输入单输出三层 DWNN为例．设 Y=f( ) 

∈ L (R)为非线性 函数 ，训练样本为( l，Y1)，( 2， 

Y2)，⋯，( ， )．由小波分析理论知，函数 Y=f( ) 

可表示为)，( )= ∑ ， ， ( )．Daubechies[。】 
(m， )∈ 

已经证 明对于时一频域有限的函数 )∈ (R)， 

存在有限个小波基函数 ，对 ．厂可进行任意精度的逼 

近．利用时．频域“分解．综合”方法【5]从 { 
， 
( )} 

中选 择 基 函 数 (重 新 排 序 )： 。( )， 2( )，⋯， 

Jv( )作为隐层节点基函数构造 DWNN，其结构见 

图 1，则网络方程为 

多=∑ ( )． (3) 

将样本值代人式(3)，考虑到误差因素，有 

Y1 

Y2 

： 
● 

yn 

l( 1) 2( 1)⋯ Ⅳ( 1) 

l(X2) 2( 2)⋯ ( 2) 

； ； ； i 

l( ) 2( )⋯ ( ) 

l 

2 

●  

： 

(4) 

其中 ￡(i=1，2，⋯，乃)为误差项 ，满足以下假设 ： 

① E￡ =0；② var(邑)=0．2；③ coy(￡，岛)= 

0，i≠ ．『． 

图 l 离散小波神经网络结构 
Fig．1 Structure of discrete wavelet neural network 

为了便于研究，将式(4)中心化处理，令 

夕=一r t Yi， = ( )(㈦  2 ”，Ⅳ)． 

记 

Y = (Yl一夕，Y2一于，⋯ ， 一夕)‘， 

= ( l， 2，⋯ ， )‘， 

‘= ( f( 1)一 ‘， ( 2)一 ‘，⋯， ‘( )一 ‘)T， 

i= 1，2，⋯ ，Ⅳ ， 

= ( l， 2，⋯ ， )，W = ( l， 2，⋯， )T， 

则式(4)可写为 

Y= + ． (5) 

式(5)即为所要建立的线性 回归模 型，其 中 为所 

要确定的网络权系数．通常 ，为了充分提取原信号的 

信息 ，所取样本点的个数应充分多，一般有 乃》 N． 

由最小二乘法得 的 估计值为 

l}r：( )一 Y． (6) 

由 Crams-Markov定理知 ，在 的所有无偏估计 

中，由式 (6)决定 的 l}r是 唯一具有最小均方误差 

MSE( )的估计，这里MSE(1i，)：E 0 1i，一w II 是 

评价 优劣的标准 ．但是 ，在应用式(6)的过程 中， 

有时某些回归系数估计值的绝对值异常大 ，有时回 

归系数的估计值符号与问题的实际意义相违背，有 

时稍加噪声，回归系数就会发生较大振荡，即模型表 

现出很大的不稳定性 ，产生这些现象的主要原因就 

是回归 自变量之间存在着近似线性关 系，即复共线 

性(mdticollinearty)，这种复共线性的存在，使得所估 

计参数 的 MSE( )可充分大 ． 

引理 在式(5)中，若矩阵 的秩 rank~= N， 

则 为正定阵． 

＼ ● ●● ●● ●● ●● ● 一 、  

；  
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证 因 为对称阵，构造二次型 X ， 

则有 X =( ) ( )= ll ll 2．由于 rank9 

： J7、r，则方程组 9X=0无非零解 ，所以当 ≠0时， 

有 X = ll ll >0，所以 9T 为正定阵． 

定理 1 在式(6)中，若矩阵 的秩 rank9=N， 

则 MSE( )≥ t72N／ I I． 

证 因 rank9 = N，由引理 知 ，9T >0，所 以 

9T 存在 Ⅳ个正特征值 ，设其从大到小依次排列为 ： 

1≥ 2≥⋯ ≥ Ⅳ>0，根据最小二乘法的性质得 ： 

MSE( )： 0．2tr( )～． 

因为 i(i=1，2，⋯，Ⅳ)是 的特征值 ，所以 是 

( ) 的特征值， =1，2，⋯，N．由韦达定理得 ： 

∑ =tr( )_。，Ⅱ =I I_。， 

则 

MSE( )： 
N N广1 一  

0．2(∑ )≥ N̂／Ⅱ ： Ⅳ／ ． 
由于 1( )， 2( )，⋯， ( )为 L (R)上的离 

散小波函数，一般地有 rank9：N，但框架的非正交 

性又决定了它们之间存在冗余性 ，这种冗余性表现 

为 l( )， 2( )，⋯， ( )存在着 近似 的线性关 

系．当冗 余 比 A越大 ，这 种近 似 的程 度就越 高 ， 

l 9T l的 值 也 就 越 接 近 于 零 ，由 定 理 1知 ， 

E( )也就越大，导致模型的鲁棒性差 ． 

3 广义小 波神 经网络结构 的设计 (Design of 

EWNN) 

本文在保证逼近精度符合要求的前提下提出了 
一 种既能极大缩小网络规模又能大幅度提高网络抗 

干扰性的广义小波神经网络 EWNN． 

3．1 主成份分析方法 (PCA method) 

定义 2 设 的Ⅳ个特征值为 1≥ 2≥ ⋯ 

≥ Ⅳ>0，其对应 的 Ⅳ个单位正交特征向量 Ct = 

(ai
l

，a i2，⋯ ，口 
Ⅳ
) ，i=1，⋯，N，则称 g1= 1= 

a11 l+a12 2+⋯ +a1Ⅳ 为第一主成份 ，依次称 

g = 口 = ail l+ai2~2+⋯ +aiN Jv(i=1，2，⋯ ， 

Ⅳ)为第 i个主成份，其 中 =( 1， 2，⋯， )． 

若记 g = (g1，g2，⋯，gⅣ)，口 ： (口1，口2，⋯， 

口Ⅳ)，则 g= ，于是有 

gVg ： ~tT( )口 = diag( 1， 2，⋯ ， Ⅳ)， 

即 

g = 

hi J 

．1，2，⋯'Ⅳ． (7) 

记 =∑ ，称 = ／ (i=1，2，⋯，N)为第i 

个主成份的贡献率，表示所占总信息量的比率，则前 ／Tt 

1 

个主成份的累计贡献率为÷ ．给定精度e，计算 
A 

t I 

1 

M =min{m：1一 1 i<e}， (8) 
^ f

： l 

则利用前 肘 个主成份 g1，g2，⋯，跏 逼近原信号 的 

精度即可达到要求 ． 

3．2 EWNN 的结构设计 (Structure design of ZWNt,r) 

通过 以上对离散小波神经网络结构的理论分析 

及主成份分析所具有的信息集中作用，我们可设计 
一 种以前个主成份为基元函数的新型神经网络 ．记 

( )=( 1( )一 1， 2( )一 2，⋯ ， ( )一 )， 

g( )= (g1( )，g2( )，⋯ ，gⅣ( ))= ( )a， 

以 g1( )，g2( )，⋯，g肼( )为隐层节点激励 函数 ， 

建立神经网络，其网络方程为 

多：Y+ c gi( )． (9) 

由于网络的基元函数为一系列基本小波函数的 

线性组合 ，所以称这种网络为广义小波神经网络．在 

所建立的 EWNN中，隐层节点的数 目肘 一般要远小 

于 J7、r，各激励函数之间又相互正交，无信息冗余 ，于是 

权系数 C=(C1，C2，⋯，c肼) 也可由最小二乘法求得： 

e = (三1， ，⋯ ， ) = (g )g(肼)) g )y． 

(10) 

式中 g( )为 g的前肘 列所构成的 n行 肘列矩阵． 

定理 2 对于广义小波神经 网络 ，其权 系数估 
f̂ 

计值的均方误差 MSE(仑)：02( )． 
‘= l 

证 根 据式 (7)有 gT(肼)g(肼)：diag(Xl，I=L2，⋯ ， 
JI， 

jIf)，由定理1证明得MSE(e)= (∑．=L )． 
fI l 

因为 MSE(e)比 MSE( )少 了 1+⋯ + 

，而 肼+1+⋯， Ⅳ是最小的Ⅳ 一肘 个特征值 ，所 

以一般有 MSE(e)《 MSE( )，即 EWNN除避 免 

了维数灾外 ，其稳定性较 DWNN有了很大提高 ． 

综上所述 ，EWNN的设计 步骤为 ：① 利用时一 

频域“分 解一综合”方 法初选小波基 函数集 9 ( )， 

2( )，⋯， ( )；② 中心化各变量；③ 求 的 

特征值 1≥ 2≥⋯ ≥ Ⅳ>0及其对应 的单位正交 

特征向量 a =(口 口î’⋯，口 ) ，i=1，2，⋯，Ⅳ，记 

口=(口1，口2，⋯，口Ⅳ)；④ 作正交变换 g= 和函数 

变换 g( )= ( )口，其 中 g = (g1，g2，⋯，gⅣ)， 

g( )= (g1( )，g2( )，⋯ ，g』If( ))；⑤ 给定 精度 

e，由式(8)求出 肘，以 g1(x)，g2( )，⋯，gM( )为 

隐层节点激励 函数 的 EWNN，其权值 估计 e 由式 

(10)得到，其中 g(肼)=(g 一，gM)． 
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以上设计的 EWNN其网络方程为式(9)． 

4 仿真示例(Simulation example) 

为了验证 EWNN算法的有效性 ，分别用 EWNN 

和 DWNN对非线性模 型 Y ： t)进行逼近 ． 

Y = t)= 

r0．504t+ 5．008， 一 10 ≤ t < 一2， 

{t ， 一2≤ t<0， 

【12e-O．5( )sin(O．3t +0．7t)，0≤ t≤ 10． 

取 n：401个样本点 ，母小波为墨西哥帽函数 ： ( ) 

(c) 

： (1一 )e-暑，采用时．频域“分析．综合”方法取 Ⅳ 

： 142个小波基元函数 ，利用 DWNN对．厂(t)进行逼 

近，结果见图 2(a)，可见误差 比较大 ．利用本文提出 

的 EWNN逼近 ．厂(t)，取 e=0．001，则网络隐层节点 

只取 28个，逼近效果就能达到如图 2(C)的程度 ．图 

2(b)和(d)为加噪声 ( ～ N[0，0．06 ])后的两种 

网络的逼近的效果 ，可见 EWNN的鲁棒性也明显优 

于 DWNN． 

图 2 EWNN和 DWNN逼近效果的比较 
Fig，2 Contrast ofthe approximation effect for EW NN and DW NN 

5 结束语(Conclusion) 

优化小波神经网络结构和设计 网络学习的新算 

法，是有关小波神经网络研究的两大难题 ．本文在理 

论分析的基础上 ，利用 PCA思想，提出的广义小波 

神经网络，在网络的规模及抗干扰性上，都有很大提 

高 ，可广泛用于非线性系统辩识及图形处理等领域 ． 
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