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摘要 ：针对离散时间代数 Riccafi方程 DTARE的唯一对称正定解 x的特征值 ，通过矩阵的恒等变形，给 出了一 

种新的分析方法 ．最后获得解 的极值特征值的上界和下界 ，以及解 的特征值的和——迹 的一个下界 ． 
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Abstract：The problem of eigenvalue for the single symmetric positive definite solution of discrete time algebm Riccati 

equation(DTARE)is studied．Through identical deformation of matrix，a new analyfical method is given．Finally，tIle upper 

and the lower bound of the exlreme eigenvalue for the solution X of DTARE an d a lower bound of Irace for the solution X of 

DTARE Can  be obtained． 
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1 引言(Introduction) 

离散时间代数 Riccati方程 (discrete time 

algebra Riccafi equation) 

AT _A—X一(ATXB +L)(R+ 

B)一 (B XA + )+Q ：0． (1) 

其中 A，p∈ R ，B，L∈ R ，R ∈ R ，R和 

Q—LR L 都是对称正定矩阵，在控制理论 中占有 

核心地位 ．从应用角度看 ，主要关心 DTARE的对称 

正定解 ． 

近二十年来，人们对 DTARE的兴趣 ，从其对称 

正定解 本身的研究[ ，逐渐转移到对其解矩阵 

特征值的存在范围及“大小”的研究估计上[2]，在许 

多控制应用 中，都需要 DTARE的解矩阵 的任意 

特征值的界、极值特征值的界 以及特征值的和—— 

迹的界．当然 ，所有这些量都可以由其解 本身的 

界推导而得，但人们更感兴趣 的是直接计算这些量 

的公式 ． 

文中约定， ( )和 f( )分别表示 n阶实方 

阵 的第 i个奇异值和第 个特征值．特别称 ．(X) 

为 n阶实方阵 的极大特征值， ( )为极小特征 
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值 ，统称为极值特征值 ．用 n( )表示 n阶实方阵 

的所有特征值向量的集合 ． 

2 预备工作(Preliminaries) 

改写 DTARE(1)为 

X = 

A A一(A XB+L)(R+B XB)一 (Lr+ A)+Q： 

A XA —A XB(R +B XB)一 B XA—A XB(R + 

B XB)一 一 (R +BTXB)一 BTXA — 

(R+B XB)～ + Q． 

利用矩阵恒等式 

(U一 +ST一 S )一 = U— US(T+ST lS)一 S ， 

对上式进行恒等变形 ，于是可得下面的定理 ． 

定理 1 (1)等价于 

x =(A —BR一 L ) (x一 +BR一 B )一 (A — 

BR一 L )+(Q —LR一 L )． (2) 

引理 1[ ] 设 n阶实对称矩阵y，Z，则对于 1≤ 

i，_『≤ n，下列不等式成立 

“． 一l(Y+ Z)≤ (Y)+ i(Z)，i+_，≤ n+1， 

“． 一 (1，+Z)≥ (Y)+ f(Z)，i十 ≥ n+1． 
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引理 2[4 对 于 n阶实 对称 矩 阵 y，z，有 

(rZ)= (ZY)． 

引理 3 设 n阶实对称正定矩阵 Y，／／,阶实对称 

半正定矩阵 z，则有 

1(YZ)≤ 1(y) 1(Z)， (YZ)≥ (y) (Z)． 

证 考虑广义特征值问题 Zx= y～ 等价于 

常义特征 值 问题 = ，其 中 ∈ ，根据 

Rayleigh商的极性[引，于是可证得 ． 

引理 4 设 n阶实对称半正定矩阵 Y，／／,阶实对 

称正定矩阵 z，则有 

tr(rZ)≥ tr(y) (z)． 

证 首先 对 ／／,阶实对称半正定矩阵y进行谱分 

解r ，然后根据 Rayleigh商的极值性质可证得 ． 

3 解 矩 阵 的 特 征值 (Eigenvalue of solutions 

matrix) 

这一节中，将给出 DTARE(1)的对称正定解 

的极值特征值的上、下界公式及其证 明，以及解 

的迹的一个下界公式及其证明． 

定理 2 设 ／／,阶方阵 是 rARE(1)的对称 

正定解 ，p一／_JR L 是对称正定矩阵，则 的极值 

特征值的上、下界分别为 

1( )≥ 

丽  BR B LR— L 卢3+[雳+4 1( ) (Q— )] 一 
( )≥ 

丽 丽  BR B LR L 卢l+[所+4 1( ) (Q一 )] 一 

)≤ ’g2≠0’ (5) 

)≤ 'g4≠0． (6) 

其 中 

q = +[ +41l (BR B ) l(Q—LR L )] ， 

= 2，4， (7) 

I= 1一 (A—BR一 )一 

l(BR一 B ) (Q —LR一 L )， (8) 

= 1一y 一 (BR B ) l(Q —LR L )， (9) 

= 1一yj— 1(BR B ) (Q—LR L )，(10) 

卢4=1— j(A—BR一 L )一 

(BR一 B ) 1(Q —LR一 L )， (11) 

y =I (A—BR一 L )I， (12) 

y1 maxyi，y = rainy ． (13) 

证 设 ∈ n(A —BR-1己 )，对 DTARE(1)的 

等价方程(2)式两端同时左乘 ，右乘 ，其中 (A 

— BR L )表示矩阵A—BR L 的第 i个特征值的 

共轭复数，于是可得 

[ 一(Q—LR L )] 

( 十BR B ) 

(A —BR一 Lr) (A—BR一 L )= y ． 

考虑广义特征值的性质以及特征值 Rayleigh商的极 

性[引，有 

{(，+ BR一 B )[，一 

I1／2(Q—LRI1L ) -1／2]}≤ 

≤ l{(，+X BR B X )[，一 

(Q—LR L ) ]}． 

从而根据引理 1及引理 3，并整理得到 1／ 1( )的 

二次不等 式 

Q—LR L) 一 1 (朋  B )≤0
． 

其中 卢3如(10)式定义 ．解这个二次不等式 ，由于 

BR B 是对称半正定矩阵，p—LR ￡ 是对称正 

定矩阵，所以证得(3)式．类似可证明(5)式 ． 

下面证明式 (4)．由 DTARE(1)的等价形式 (2) 

及引理 2可得 

( )≥ 

[( ～ +BR B )-l(A— 

BR Lr) (A—BR L )]+ (Q—LR L )． 

其中 ( I1+BRI1B ) 是 对称 正定矩 阵 ，(A — 

BR．1L ) (A—BRI1 )是对称半正定矩阵，根据引 

理 1及引理3，并整理可得关于 1／ ( )的二次不等 

式 ，解这个不等式得式(4)．类似可证明式(6)． 

定理 3 设 ／／,阶方阵 是 DTARE(1)的对称正 

定解，则有 

tr( )≥ tr(Q—LR一 L )+ 

tr I(A— BR一 L ) (A —BR一 L )I口 

1+以 T(BR一 B ) ’ 

(14) 

21l (Q —LR一 L ) 
“ 一

卢1+[ +4 1(BR一 BT) (Q—LRI1LT)] ／2’ 

(15) 

：1- (A—BR一 ￡T)一 l( ～ BT) (Q—LR一 LT)． 

(16) 

证 DTARE(1)的等价方程 (2)式两端同时求 

迹，并根据引理 1及引理 4，有 
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tr( )一tr(Q —LRJ L )≥ 

tr I(A—BR—LT) (A —BR L ) 

1／A (X)+ l(BR B ) 

将式(4)代入上式 ，可以证得 ． 

例如在 DTARE(1)中取矩阵 

r 0．8 0．31 r 1．0 0．31 

A 【一0
． 6 0．0 J，曰 【0．0 1．4 J， 

=  Q = 

r3．0 1．01 

R 【1
． 0 2．oJ， 

其极值特征值为 2．448和 7．891，通过定理 2给的公 

式 ，可 以获得 

2．082≤ ( )和 1( )≤ 9．685． 

4 结论 (Conclusion) 

到 目前为止，有关代数 Riccati方程 的研究及其 

可能的应用，大多数是对连续时间代数 Riccati方程 

进行的，而对离散时间代数 Riccati方程的研究结果 

还 比较少 ．即使是针对离散时间代数 Riccati方程的 

讨论 ，也多集中在某一特殊形式 ，比如使得 DTARE 

(1)中 B ：0，R= 或者L=0．本文讨论的是具有 

普遍性的DTARE(1)，研究了D嗍 (1)的唯一对称 

正定解 的特征值 的“范围”，得到了解 的极值特 

征值的上界和下界，以及解 的特征值之和——迹 

的下界 ． 
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