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有限字长数字控制器的实稳定半径最优实现 

徐巍华，胡协和，王跃宣，吴 俊，褚 健 
(浙江大学 先进控制研究所 工业控制技术国家重点实验室，浙江 杭州 3117027) 

摘要：主要讨论了有限字长( )数字控制器的一种最优实现问题 ，考察了一个典型的采样反馈系统，将实有 

理稳定半径测度应用到有限字长数字控制器的实现问题中，对实稳定半径测度进行优化，并由此得到控制器的最 

优状态变换矩阵和最优结构及最小字长 ．数值算例验证了优化的结果是有效的，优化后较小字长的控制器就可以 

使系统取得较大的稳定半径． 
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Oprimal realizati0n 0f FWL controller with 

real stability radius considerations 
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Abstract：An optimal realization algorithm is discussed for a finite—word-length(FWL)dig tal controller in a typical Sail3_- 

pied-data feedback system．The FWL controller optimization is realized through a real closed-loop stability radius measure．Th e 

optimization produced all optimal state transformation matrix as well as the optimal structure and minilnum word-length of the 

controller，Th e numerical example proves that a larger stability radius call be obtained using all optimal controller with smaller 

word length． 
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l 引言(Introduction) 

随着数字控制器的广泛应用，人们越来越注意 

到某些工业控制设计中有限字长数字控制器的实现 

和设计问题．众所周知，定点计算与浮点运算相比， 

具有速度快、存储容量低等优点，短字长的数字控制 

器则意味着低成本，但精度不高，会使系统性能恶 

化 ．因此，在实时性要求较高的场合(如汽车、机器 

人、交流电机等)，以及在数字音响、数字彩电等采用 

专用控制芯片的大批量生产行业，FWL控制问题显 

得尤为突出．目前这方面的研究在国内外开展得都 

还很不够 ． 

本文考虑一个典型的采样反馈系统(见图 1)， 

其中 P(s)是一个连续时间的有限维线性系统， 

K( )是离散时间的有限维线性控制器，巩 和s 分 

别表示保持器和采样器(采样周期为 h)， 是一个 

严格正定稳定滤波器．本文研究数字控制器的有限 

字长实现对反馈系统稳定性的影响． 

图 l 采样反馈系统方块图 

Fig．1 Block-diagram ofa sampled-data feedback system 

假设在控制器实现过程中由于有限字长算法造 

成的误差是随机的，可以从统计的观点来估算它们 

对稳定性的影响⋯ ．I．J．Fialho等人在文献[1]中提 

出FWL数字控制器设计过程中系统的复稳定半径 

测度，进而在文献[2]中对该测度进行优化，得到最 

优状态变换矩阵 眦．但实际上，控制器字长都是实 

数，所以本文将把 Qiu Li等人在文献[3]中提出的实 

稳定半径应用到有限字长数字控制器的实现问题研 

究中来，对实稳定半径测度进行优化，得到最优变换 

矩阵 ．优化和算例验证了本文的工作 ． 
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2 实稳定半径(Real stability radius) 

根据文献[4]，假设 没有不稳定的零极点对 

消，并且采样频率是非病态的，那么反馈系统[P， 

 ̂ ]是 L2一输入输出稳定当且仅当离散时间反 

馈系统[．ŝ ，K]稳定．[．s 吼 ，K]稳定当且仅 

当其相应的状态矩阵是稳定的，即所有的特征值都 

在单位圆盘 D：={z：I彳I<1}内． 

设 [Ap，Bp，Cp,0]= cp(zI—ap)_。Bp和[A ， 

B ，C ，D ]=D +C (zI—A )一B 分别是离散化 

的连续时间对象 WP和离散时间控制器K的最小实 

现．为了简化符号，这里假设它们都是单输入一单输 

出(siso)系统 ．对于这个离散时间闭环系统的一个 

初始实现 [A，B l，C l，D 1]， 

A = 0+BMC． (1) 

其 中 

【 = o】， 

c=【 =【D曰 e 
由于数字控制器的精度有限，用 M +△来表示 

系统矩阵M，矩阵 △包含了控制器实现中所有的系 

数截断误差．相应地，A摄动到A+BAC．定义 (A) 

为 △的最大奇异值，可以定义并计算系统的实有理 

半径 rn[。]： 

·rR(A，B，C)：=infla(A)：A+BAC不稳定}． 

(2) 

·rR(A，B，C)=(sup C(zl—A) B])～． 

(3) 

其中 

c = in f (y—R。e mX —Ry。l m )． 
本文中，△是一个实矩阵．根据文献[5]， 。位 

字长就可以保证系统的鲁棒稳定性， 

[1og2 ]．㈤ 
Ⅳ是△中非零元素的个数． 

显然 rR越大， 越小，也就是说保证系统稳定 

所需的字长越少． 

3 最优实现(Optimal structures) 

设 [A0，B0，C0，D0]为数字控制器K(z)的一个 

初始实现．对其作用一个非奇异变换 ，得 

A = T～A0 T，B = T～ B0，C = C0 T，D = D0． 

对应 的 A+BAC变换为 

[ 。]A[ oj+BAc=A。c +BAc． 
(5) 

把式(5)代入式(3)，显然， 将影响rR的大小．作者 

希望找到一个最优变换矩阵 。 ，使得 rR最大： 

max rR(Al( )， ，C)． (6) 

这是一个凸优化问题，由于很难得到解析解，可用单 

纯形搜索法得到 。 ． 

4 数值算例(A numerical example) 

本文用一个轧钢系统的PID控制器来说明上述 

方法，并得到相应的最优有限字长实现．系统的连续 

时间线性化惯性模型 P(s)为 

『-0 —9763·7203 0] 
Ap=I 1 0 —1 I， b

o 13424．9859 0 J 

『-249·03] 
Bp=l 0 I，Cp=[1 0 0]． L 

0 j 

取采样周期 h=0．O01s，P(s)离散化得 P(z) 

o．9951 —9·7260 0·0o49 1 

Ap=l o．0010 0．9884 —0．0010 I， l
o．0067 13．3732 0．9933 j 

f-0·2486] 

Bp=1 0．0001 I，cp=[1 0 0]． L
0．O0o6-J 

数字PID控制器 K(z)：一0—．_『01426
一  

Z — l 

1．3512的初始实现 K0(z)设为 

1．1956 

0 [ 。
． 

0
=  ， 

C =[0．01426 1．1956]，D ：1．3512， 

则根据式(1)，可以计算得离散时间闭环系统的系统 

矩阵 

A = 

1．3311 —9．7260 0．0049 — 0。44．59 —0．0035 

0．O012 0．9884 —0．0010 —0．OOO2 —0。0000 

0．0075 13．3732 0．9933 —0．0010 —0．000o 
● 

0．6666 0 0 0．3333 0 

1 0 0 0 1 
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且 

B = 

0．2486 0 0 

0．0001 0 0 

0．0006 0 0 

0 1 0 

0 0 1 

由式(3)、式(4)，得 rR=0．I)0491，控制器字长 W。=9． 

计算得最优变换矩阵 

r一0．5385 —0．04831 
个 一 l l 

opt一 【0
．

0219 8．2466 J’ 

控制器的最优实现 K (z)为 

r0．3332 —0．05991 r一1．24921 

A： 【0
． 0010 0018 1．0001 j，B： 一 0． 1258 j， L 8 

． 

J L 
．  

J 

C
．O p =[0．9654 —0．0309]，D： =1．3512． 

稳定半径为 r =0．0263，控制器字长 ~～7opt=7． 

显然，最优实现 K (z)使得系统能使用较小字 

长的控制器就可以取得更大的稳定半径． 

5 结论(Conclusions) 

本文考察了有限字长数字控制器的一类实现问 

题，将实稳定半径问题应用到 F、ⅣL实现问题中，并 

对该实稳定半径测度进行优化，得到最优变换矩阵 

和控制器的最优结构以及最小字长．数值算例 

证明了本文的工作是有效的，优化后较小字长的控 

制器就可以使系统取得较大的稳定半径 ． 
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