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摘要 ：现有的 z-鲁棒辨识方法依赖于观测数据窗的起始时刻因而不能用来辨识时变系统 ，针对该 问题基于最 

小二乘法提出了一种 lI鲁棒辨识算法．该算法与观测窗的起始时刻无关，可用于时变系统的辨识．证明了当试验 

输入为持续激励信号时所提出的算法为本质最优算法，进一步证明了周期持续激励序列为最优试验信号，并给出 

了辨识误差紧界的计算公式 ．最后利用提 出的算法研究了慢时变系统的 l 鲁棒辨识问题 ． 
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least squares algorithm and experimental design 

LI Sheng—ping 

(Depa／tm~t ofMechantronics Engineering，Shantou University，Guangdong Shantou 515063，China) 

Abstract：Based on least squares algorithm a new l robust identifying approach WaS q删 ，which was independent of 

the starting time of observation windows，and therefore，could be used to identify the time va~ng system．It WaS shown that 

the txoposed algorithm was essentially optimal when the experimental input WaS selected aS a persistent signa1．Fanltlennore，the 

periodic persistent si 【lal WaS pmv~l to be the optimal experimental signa1．F'mally，the proposed algorithm was applied to slow- 

ly varying system ． 
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1 引言 (Introduction) 

鲁棒辨识是近十年来发展起来的一种系统辨识 

方法 ，已成为系统辨识领域的研究热点之一 ．与以 

往系统辨识不同，鲁棒辨识研究最坏情况下如何有 

效地利用系统和干扰的先验知识以及输入输出数据 

确定一个辨识模型集 ，这个模型集 由一个标称模 型 

及其相应的辨识误差界所构成．鲁棒辨识的任务是 

如何确定一个标称模型并使辨识误差界达到最小 ． 

由于鲁棒辨识提供 的模型集合可用于鲁棒控制器设 

计 ，因此又被称为面向鲁棒控制的系统辨识 ． 

在模型空间中定义不同的范数形成了不同的鲁 

棒辨识 问题 ，如 ，有代表性 的鲁棒 H 辨识和 Z 辨 

识u~6J．H 辨识算法将时域或频域数据映成 H 空 

间的模型集，是一种与 H 控制相配合 的辨识方法 ， 

这方面的研究见文献 [7]．Z 辨识与 H 辨识平行， 

z 辨识的任务是把系统的先验信息和时域输入输出 

数据映成一个辨识模型集 ，相应 的辨识误差界用 Z 

范数进行描述 ．迄今为止，所提 出 Z 辨识算法都依 

赖于观测数据窗的起始时刻，因而不能有效地用于 

时变系统的辨识 ~6J．本文针对含未知但有界干扰 

的单输入单输出离散时间系统基于最dx-"乘法，提 

出了一种新的 Z 辨识算法 ，该方法与观测窗的起始 

时刻无关 ，可用于时变系统的辨识 ．证明了所提出的 

算法是一种插值算法，即本质最优算法 ，周期持续激 

励序列为最优试验信号．同时将最小二乘法用于慢 

时变系统的辨识 ，给出了可计算的辨识模型集 ． 

2 记号及基本定义(Notes and defirtitiom) 

先引人本文将用到的记号． 表示 n维实向量 

空间 ；Z 空间记为 

z =( I∑ I (．i})I<∞}； 
k=0 

z 范数定义为 ll h I1 l=∑ I h(．i})I．记空间 
k=0 

Z。= {y I up I y(．i})I< ∞}， 

Z 范数定义为 ll y ll = sup I y(．i})I．记 
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B-印n(e)= { ∈ R I ll ll≤ e}． 

记 I1Tv表示 Z 上的线性有界因果时变算子空 

间．对 G∈ I1Tv及任意 ∈ Z ，定义 

—  

(Gx)(t)= g (r) (t—r)，t≥0， 

其 中 g (r)∈ R．G的诱导范数为 

』～ 

ll G II =sup∑ l g (r)1． 
‘’ ‘ r

= 0 

记 为因果时变系统在 t时刻的脉冲响应算子 ，可 

写成 

= { (O)，g (1)，⋯，g (t)}． 

记 I111为 I1Tv中只含时不变算子的子空间，这时脉 

冲响应算子与时间无关 ，可写成 = {g(o)，g(1)， 

⋯ }，显然 I111与 Z 等距同构 ．记 ，订为区间截断算 

子，即对任意 G∈I111，TEi,j]G={g(k)}：： ． 

定义 1E8,9] 若 G∈I1Tv满足以下条件 ：对任意 

t，r，存在常数 y使得 II G。一G II≤ y l t—r l，则 

称 G为慢时变算子 ． 

若 G∈I11、，满足定义 1的条件 ，则定义 1等价于 

G为慢时变算子，记为 G∈ STv (7)． 

3 最小二乘算法及试验设计 (Least squares 

algorithm and optimal experimental design) 

考虑受辨系统为单输入单输出线性时不变离散 

时间稳定系统，其输入输出量测方程为： 

y= Gu+d， (1) 

式中，Y，M分别为系统的输入输出，d为量测噪声， 

上  

(Gu)(t)= g(r) (t—r)． 

假设对受辨系统和输入输出信息有女I1下先验知识： 

1)G∈A，A={G∈ ／-11 I ll [Ⅳ， ]ll≤6}为 

系统的先验模型集 ，其中，e>0已知 ，N一1为预先 

假定的名义模型阶． 

2)M∈ Z ，ll d ll≤ ，其 中 ≥ 0已知 ． 

Z 鲁棒辨识的任务是 ：构造辨识算法 ，使之对 

任意受辨系统 G∈ A，利用输入和不精确输出信息 

Y获得 N一1阶 FIR标称模型 (Y，M)．同时给出 

在最坏情况下的辨识误差界 ． 

对任意给定的 t0，为了在时间窗[t0一N+1，t0] 

上将方程(1)写成回归形式 ，引入下列记号： 

tD—N+l,to]Y = 

Y(t0一N+1) 

，，(t0一N+2) 

Y(to) 

r d(to—J7v+1) 

。一Ⅳ+。， 。 d ：l d(to-：N+2 I 
。  

L d(to) 

=  

g(kN) 

g(kN +1) 

g(kN +N 一1)) 

钮 锄 
(t0)= 

M(t0一kN) 

M(t0一kN一1) 

M(t0一kN—N+1) 

利用上述记号可将方程(1)写成如下回归形式 ： 

一 竺一 

。
-Ⅳ+l,to]Y= ~k(to)Ok+TEtO-Ⅳ+l,t

o

]d． 

(2) 

显然，由系统和噪声的先验知识以及时间窗 [t0一N 

+l，to]上的观测数据所确定的可行模型集 s(A， 

t0，Y， )可写成 

S(A，to，Y，u)= 

{ ∈ A I TEtO-Ⅳ+l,tO]，，= 

∑q)k(to)Ok+TEtO- ~to]d， 
k=0 

II II 1≤ e；II 'l03d ≤ 

定义 2 若试验输入 M∈z 满足 det[ (f)] 

≠0对任意 t成立 ，则称 M为持续激励信号 ． 

定义 3 假设 系统及噪声满足上述先验假设 ， 

利用观测窗 [to—N+1，to]上的数据，辨识算法 9 

的辨识误差界定义为 

e( ，t0，Y，M)： 

∈s(
s u

，In
p
，y， )

II (TEto-A'+1,to]Y， )一 ll l· 

由上述记号可知 ，8为系统的脉冲响应算子 ，可 

作为系统的 瓜 模型 ．由于 IIR模型不能直接用于控 

制器设计模 型，并且辨识 IIR模 型需要无穷组观测 

1  2  

+ + 

Ⅳ Ⅳ 

一 一 ：  

0 O 工 f 

／L ／L  

T  T  
工 

l_．．．．．．．．．．．．．。。．．．．．．L  
= 

、 

／L  
IeI 
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数据 ，因此鲁棒辨识 中在可行模 型集 内确定一 个 

FIR模型作为系统 的标称模型 ．易知 ，回归形式 (2) 

中 0。可作为这种标称模型．下面给出一种最小二乘 

算法 该算法对任意辨识时刻 to利用时间窗[t0 

一 Ⅳ+1，t。]上的观测数据 ，给出系统的 N一1阶 F 

模型集 ．定义如下二次 目标函数 ， 

j(o。)= I 
。(￡。) 。一T[to-N+l,to]Y]T· 

[q~o(to)Oo一 t。一』v+ ．10]y]． 

上式对 0o求偏导得 

aJ( 0o)
=  g(to)[ 。(￡。) 。一 ，￡0]y]． 

令掣 ：0，若试验输入H为持续激励信号，即 

det[ o(to)]≠0，可得 。的最小二乘估计 

o= (to)( t 1 ]y)，o-N+ ~tO 

则标称模型的最小二乘估计为 

f o] 
Is( ,t

o]Y，H)=l 0 l垒 ． L
；J 

定理 1 若试验输入为持续激励信号，则最小 

二乘法为插值算法 ，即 

Is( [t ，]， )∈ S( ， ，， )．n --
N+I Y ／／, A t ／／,1 N+I t Is [

． ．  ， O
]Y，／／, A ，to，Y，／／, · 

证 把 代人方程(2)，得 to-N+l,t]d=0，满
。 

足 I1 [ 一』v+1． ]d I1 ≤ ．又 =[0 0 ⋯]T，所 

以 ∈ A．这表明 

Is( tO-』v+l~tO]y，H)= ∈ S(A，to，Y， )． 

证毕 ． 

因此由文献E3]插值算法的最优性可知，最小二 

乘法为本质最优算法 (essentially optimal algorithm)． 

下面的定理进一步表明，若选取周期为 Ⅳ的持续激 

励信号作为试验输入 ，可使辨识误差界达到最小 ． 

定理 2 对于最小二乘算法，周期为 J7、r的持续 

激励信号为最优试验信号 ，并且 ，最优辨识误差界为 

inf
． ．

e( Is，to，Y， )=2e+ l1 o(to)I1 l， ， 
Ⅱ∈ l一 

其中 ll·ll 1． 为 z 到 z 的诱导范数． 

证 下面分两步给出定理的证明． 

1)证明当输入 H是周期为 Ⅳ的持续激励信号时 

o(to)= (to)，k= 1，2，⋯， 

e( Is，to，Y，H)≤2e+ ll o(to)ll 1． ． 

因 u是周期为Ⅳ的序列，所以对任意时刻 t。有 

(to)= H(to一 )，k=1，2，⋯． 

易知 

(to)= (to—kN)= +l(to)， 

k = 0，1，2，⋯ ， 

因此 由 (to)的定义有 

o(0o)= (to)，k=1，2，⋯． (3) 

由最小二乘法得 0o的一个估计 

o= (￡o)( tO-』v+ ，l0]y)． (4) 

由 o(￡o)满秩且 0o= (to)( [tO-』v+l，t。]y)，定 

义集合 ： 

5』v(A，to，Y， )= 

{0o∈RⅣ1 0o= o一 (to)∑ (to)Ok一 
七= l 

(￡o) [t。一』v+l， ]d，II II l≤e，II d II*≤ }， 

(5) 

因此 

e( Is，￡。，y，H) 
∈ 

s

t

u 

，

p
10， ， )

ll 。一0。ll l+e· 

(6) 

考虑到 H是周期为Ⅳ的持续激励信号 ，结合式(3)， 

(5)有 

su p 一0。ll l≤ 

￡ +

II 
l1 (to) t0-N+1,t0]d lI1． 

又 

s
,u p II (to)T[,o-N+t,to]d 酬 (to) · 

(7) 

故 

e( Is，to，Y，u)≤2￡+ II I o(to)II 1． ． 

2)证明当输入 H不是周期序列，即 o(to)≠ 

(to)，k=1，2，⋯，但 (to)为非奇异时 

e( Is，to，Y，H)≥2e+ ll o(to)ll 1． ． 

记 

舀。= 。一0。一 (￡。) 。。一 ’l0]d， 

定义集合 

EN(A，to，H)={舀o∈ l o= (￡o)∑q~k(to)ok， 
七=l 

ll ll l≤e}， (8) 

和 

H(A，to)= 

t0o∈ RⅣl o= (￡o) l(to)Ol，0l∈ BaN(e)}． 

日(A，to)还可写成 

H(A，to)= (to) l(to)BRN(e)． (9) 
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因 H(A，to)是 E，v(A，t0，“)增加约束 =0(k=2， 

3，⋯)后形成 的，有 H(A，t0)c EN(A，t0，u)．又由 

t。的任意性 ，因此 

．

sup II 0 II l≤
．

sup II 0 ll1． 
0o∈ HtA·klq) 06 ENt̂ ，10，Ⅱ) 

下面用反证法证明
一

sup II 0 II l≥ e．假设 
0o∈ H(A·h．a／) 

一

sup II 0 II l： < e，则对任 意 0 E H(A， 
OoE HLA·le1) 

kN)，有ll 。l11≤e，此式又可写成 

fH(A， Ⅳ) By．N(e)． (10) 
又由 (to)的定义可知， o(kN)= l((k+1)N)， 

于是 

0(kN)= l((IIc+1)』、『)． (11) 

结合式(9)，(10)，(11)，经推导可得 

(e) (}) ( ) 。(0)B (e)．(12) 
由 k的任意性及 

⋯
lim(~ -e I

， 

= ∞ (旦>·) 
应有 lim (kN)=0．这意味着 u∈ z ，与假设矛 

盾 ．故 

sup II 0 II l≥ e． (13) 
00∈ ‘A，‘0，Ⅱ’ 

又由式(5)，(6)，(8)有 

e(9ts，t0，Y，U)= 

．  

P⋯、ll 8o+蕲 (f0) [tO- ,to]d
O 

II l+e． 
oE-EN(̂ ·。0· ) 

II d ≤d 

(14) 

在式(14)中，因 (t0)为非奇异阵，对任意 0总存 

在 [tO-，v+l'c0]d使得 (to) [tO-，v+l， ]d的各元 与 

0 的对应元符号相同，于是结合式(13)，(14)有 

一 e(9ts，to，Y，u)= 

sup II 0 II l+ 
06 EN(A，l0·Ⅱ) 

ild【lsu p 8 II (to)rEto-N+l,to]d lll+e≥ 

2e+ ll (t0)II 1． ． 

综合上述证明过程 ，定理得证 ． 

注 1 由于辨识时刻 t。的任意性，定理 2实质上也表 

明了当输入信号是周期为 N的周期持续激励序列时 ，最小 

二乘算法的辨识误差与观测窗的起始时刻无关， 

inf sup e( ，to，Y，u)=2￡+ ll蛎  (0)II 1．∞． 

这意味着 ，最小二乘算法可 以用来辨识时变 系统 ． 

注 2 辨识误差的第一项只取决于系统的先验知识， 

当量测干扰为零时 ，该项为最小 l 辨识误差界L3 J．第二项与 

干扰幅值和输入信号的持续激励能力有关，l1 (t。)ll。． 

越小 ，表明输入的持续激励能力越强 ，则辨识误差越小 ． 

4 慢时变系统的最d~---乘辨识(Least squares 

identification for slowly varying system) 

由上节的讨论可知，最小二乘算法与观测窗的 

起始时刻的选取无关 ，因此可以任意时刻作为辨识 

时刻，利用该时刻附近的一个 固定 的观测数据窗来 

估计系统在辨识时刻的模型集，随着辨识 时刻的顺 

序连续选取从而获得时变系统辨识模型集序列 ． 

假设慢时变系统 G E STV(y)可用如下输入输 

出方程进行描述 ： 

Y(t)=(Gu)(t)+d(t)， (15) 

式中，d(t)为量测干扰 ，I1 d I1 ≤ ． 

l、 

(Gu)(t)=(G u)(t)=∑ g (r)u(t—r)， 
r=0 

G 为 G在时刻 t的时不变脉冲响应算子 ，假设对任 

意时刻 t，Gt E A． 

假设试验输入信号 U是周期为Ⅳ的周期持续激 

励信号．下面对任意 t，利用最小二乘算法结合时间 

窗[￡一N +1，￡]上的观测数据辨识该时刻的模型 

集．与 上 节 相 同，引 入 如 下 记 号 ： 一，v+l' ]Y， 

『I_，v+l， ]d， (f)， (f)，另外 ，记 

0 (t)= 

g (kN) 

g (kN+1) 

g (kN +N一1) 

Oo(f)= (f)TEt-N+l
,
t]y． (16) 

若试验输入信号 U是周期为 N的周期持续激励信 

supe(9ts，t，Y，U)≤ 

2e+ II (0)ll 1
．  

+ 

尘『_ y I1 I1 l1 (0)I1 
1．1， 

式中，II·II 1．1表示 z 到 z 的诱导范数 ． 
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成 

)， ( )：∑gt(r)M(i—r)+d( )． (17) 

在时间区间 [t—N+1，t]上 ，方程(17)可写成如下 

回归形式 

T[t
- N+l,t]Y ：∑ (￡) (￡)+ —J7、r+1，￡]d_ 

(1S) 

因 u是周期为 J7、r的周期持续激励序列 ，即 

0(t)= (t)(k=1，2，⋯) 

且 0(t)非奇异 ．于是 由式(1S)得 

00(t)= (t) 一』v+l， ]Y 一 

∑ (￡)一蛳 (￡)T[ +1． ]d， 

结合式(16)得 

0(t)一00(t)= 

(t)( [t-N+1，I]Y一 [I一』v+1，I]YI)+ 

∑ (￡)+ (￡)T[t-N+l,t]Ⅱ．d 

结合式(6)得辨识误差 

e( Is，t，Y，M)≤ 

2e+ ll (t)ll 1． + 

sup ll蛳  (t)( t-N+l,t]Y一 t-N+l,t]Y )ll 1． 

(19) 

下面计算 

一

sup ll蛳 (t)( t-N+l,t]Y一 t-N+l,t]Y )lIl_ 
C∈SlY(y) 

由式(15)和(18)可有 

II 【I—Jv+1，I]Y一 【I—Jv+1，I]YI II 1= 

∑ l (t— )∑[ (t— )一 (￡)]l≤ 
i=0 =0 

ll u ∑ ll Gl— —G lI1． 

又 G∈ S3V(y)， 

ll 一N+1， ]Y一 一』v+l， ]Y ll l≤ 

ll ll ll u ∑ ll u ． 
i=0 厶 

故 

p
、

l1 。(￡)( +l
， 
]Y一 t-N+l,t]Yt)ll l= 

C∈SlY(y) 

ll ll ·(￡)lI1．1． 

又 u为周期序列，结合式(19)有 

supe( Is，t，Y，M)≤ 

2e+ ll 。(0)ll 1． + 

ll ll蛳 (0)lI1．1． 

证毕 ． 

定理 3给出的辨识误差界与各时刻由式(16)确 

定的名义系统模型一起构成了慢时变系统的辨识模 

型集 ．该模型集的中心是式(16)确定的名义模型 ，半 

径为定理 3给出的辨识误差界 ．名义模型随时间变 

化反映系统的时变特性 ，而辨识模型集的大小(辨识 

误差界)与时间无关 ．另外 ，时变系统的辨识误差界 

与时不变系统相比，多了一项与时变特性有关项 ．该 

项表明 ，数据窗长度越大而系统的时变速度越快 ，则 

辨识误差越大．这与作者的直观推测是一致的，因为 

系统时变速度越快则离辨识时刻越远的观测数据所 

含的有用新息量越少 ． 

5 结论(Conclusion) 

本文利用最小二乘法提 出了一种 Z 鲁棒辨识 

算法 ，该算法与观测窗的起始时刻无关从而解决 了 

现有的 Z 鲁棒辨识方法依赖于观测 的起始时刻 因 

而不能用来辨识时变系统的问题．证明了当试验输 

入为持续激励信号时最小二乘算法为本质最优算 

法 ，该算法进一步证明了周期持续激励序列为最优 

试验信号 ，并给出了辨识误差紧界的计算公式．最后 

应用本文提出的方法研究 了慢时变系统的 Z 鲁棒 

辨识问题 ，提出了一种慢时变系统的 l 鲁棒辨识方 

法．初步研究表明，利用本文提 出的辨识算法与 Z 

优化设计的连续性[m]结合起来 ，可将现有 的自适应 

z 鲁棒控制策略[11 12]推广到时变系统． 
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图 3 模糊 H 控制作用下系统的响应曲线 

Fig．3 The responses of the system with 

fuzzy H infinity controller 

6 结论(Conclusion) 

本文针对一类具有时滞的参数不确定非线性系 

统 ，提 出了一种新的基于模糊 T-S模型的模糊鲁棒 

H 控制器的设计方法 ，得到了确保闭环模糊系统稳 

定的控制律 ，同时满足给定的 H 性能指标，将控制 

器的设计、稳定性分析和控制系统其它性能要求归 

结为求解一系列 LMI问题 ．仿真结果验证了方法的 

正确性和有效性 ． 
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