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线性时不变控制系统中的熵率和 H∞熵 
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摘要：利用 Bode积分定理将线性时不变控制系统中的熵率和系统零极点分析结合起来 ，从信息论的角度来阐 

述反馈控制系统的性能设计局限，讨论了“变异度守恒定律”．同时，研究了系统变量互信息率和 H 熵的关系，阐述 

了最小熵 H 控制的信息论意义． 
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Entropy rate and H entropy in LTI control systems 
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Abl如 ：The conc~ ofentropy rate inlineartime invariant(LTI)con~ol systems that werl[~disturbedby stationary noise 

was adoptedtO formulate system perfomm ce limits，and to discuss the‘conservation1aw ofvariety’by connecting it with clas- 

sic poles and zero6 analysis using Bode’S integral formula．The relation between mutual infonm fion rate and system H*entropy 

was also discussed；
,

within the flamework of information theory· 
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1 引言(Introduction) 

反馈控制系统的一个主要任务是消除外来干扰 

等因素所造成的不确定性 以使系统保持稳定 ，并达 

到设定的性能指标．传统控制理论中的一个重要成 

果一 Bode积分定理反映了控制 系统 的性能设计 

局限．这一成果首先 由 Bode提出口J，并在 近期获得 

了进一步发展[2-4J． 

信息理论中采用 Shannon熵(或熵率)来描述随 

机变量的不确定性 (或信息量 )．最早利用信息理论 

分析控制系统的是控制论的先驱之一——Ashbv，他 

提出了用信息熵描述 的系统“变异度”(variety)的概 

念【纠；EngeUI J贝0定义“伪熵率”(pseudo entropy rate) 

研究反馈控制系统中的“变异度守恒定律”(the con． 

vers~tion law of variety)． 

本文的第二部分采用信息理论中的熵率研究受 

随机干扰的单变量线性时不变反馈控制系统 中的不 

确定性(或“变异度’ )，利用Bode积分定理将控制系 
统中的信息传输和系统开环不稳定极点结合起来， 

从信息论的角度来阐述反馈控制系统的性能设计局 
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限 ，进一步讨论“变异度守恒定律”． 

近年来利用熵函数分析、设计控制系统的一个引 

人注 目的成果是最小熵 H 控制理论[7~9J，它采用 H 

熵作为鲁棒控制系统设计的优化 目标函数 ．本文的第 

三部分应用互信息率讨论反馈控制系统设计问题 ，在 

信息理论 的框架下研究系统互信息率和 H 熵的关 

系 ，对最小熵 H 控制方法作出信息论解释 ． 

2 受随机干扰的线性时不变控制系统中的 

熵率 (Entropy rate in LTI system with sta- 

tionary dis~ ce) 

Shannon熵函数在控制系统的分析中有其独到 

的优势[10J．但它考虑的是变量的集合而不是时间的 

函数 ，不反映“过程”特征 ，无法结合许多在传统控制 

理论中成熟应甩的工具，如传递函数、零极点分析 

等 ̈ ．在以下的分析中可以看出，Shannon信息论 中 

的熵率是弥补上述不足的合适的信息测度． 

设离散随机过程 、的0组观测值为 = { l， 

f 2，···， }，其熵率为[12]： ‘ 
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日( )=lim÷日( l， 2，⋯， )， (1) 
n— ∞ ¨  

其中 H( l， 2，⋯， )是 研 的联合熵．平稳随机过 

程的熵率是其每单位时间平均不确定性的度量 ，也 

被用作系统过程变量“变异度”的度量_6J． 

引理 1[13 3 设传递函数为 G(z)的稳定线性时 

不变系统的输入 是一离散平稳过程，则其输出 y 

的熵率为 

1 r 7r 

日(y)=日( )+ I log l G(e t O)l d(u．(2) 
二 儿 J 一Ⅱ 

考虑图 1所示的受随机干扰的单变量线性时不 

变反馈控制系统 ．其中：r，d，Y∈ R1分别为系统 的 

输入 、外来干扰和输 出．d是一离散平稳随机变量； 

r为 确定性输入，设 r 0．C(z)，P( )分别为控制 

器和被控过程的传递函数．假定系统开环传递函数 

(z)= P(z)C(z)没有单位圆上的零极点： 

( )= 

图 1 线性 时 不变 系 统 

Fig．1 LTI system 

从干扰 d到输 出Y的传递函数为 

s(z)， 

即系统的敏感函数 ．则 

日(Y)= 

)+ D ogI S(ek~川cu= 
H(d)+27【 log l p l一27【log l +1 l， 

i= l 

(4) 

其中 一日(y)和 一日(d)分别为 Y和d的熵率 ；P 为开环 

传递函数 (z)的单位圆外极点 ； ： lim L(z)，当 

(z)严格正则时(即式(3)中P<q)， ：0．式中第 
一 个等号由引理 1得 出，第二个等号则根据离散 系 

统广义 Bode定理E2,3]得出． 

因而可得出如下结论 ： 

定理 1 假定图 1所示的线性时不变反馈控制 

系统是闭环稳定的 ，其干扰 d是离散平稳过程．若系 

统开环传递 函数是严格正则的(即式(3)中 P<q)， 

那么系统输出 Y的熵率总是大于或等于干扰 d的熵 

率 ，即 日(Y)≥ 日(d)，且 

卫  

H(Y)=H(d)+∑ log l p 1． (5) 

若系统开环传递 函数是双正则的(即式(3)中 P = 

q)，且 

log l p l<log l +1 l， (6) 
i= 1 

则 日(Y)<日(d)． 

定理 1从信息论 的角度反映了单变量线性时不 

变控制系统的性能局限：若 系统开环传递 函数是严 

格正则的，输出的平均不确定性(变异度)总是大于 

或等于干扰的平均不确定性(变异度)；若开环传递 

函数是双正则的，那么前者有可能小于后者 ．这一结 

论与 Engell[6]~ 出的“变异度守恒定律”稍有不 同． 

定理 1表明在线性反馈控制系统中“变异度守恒”是 

有条件的：只有当 (z)为严格正则且稳定时 ， ( ) 

：  (d)． 

3 H 熵 的信 息论意义 (Information theoretic 

meaning of H entropy) 

近年来 最小熵 H 控制理论 获得 了丰硕 的成 

果L8 ．然而就作者所知 ，对 其优化 目标 函数—— 

H 熵在控制系统中的物理意义却研究较少．这里本 

文利用互信息率来探讨熵的意义． 

两个离散随机过程 和 y间的互信息率【 ] 

7( ；y)： 

l
—im 吉，(( ⋯，Xn)；()，l，Y2，⋯，Y ))(7) 

描述了 和 l，每单位时间的平均互信息 ，同时也反 

映了其间的信息传输情况．其中 ，(( l， 2，⋯，％)； 

(Yl，Y2，⋯，Y ))为 和 的互信息 ，研 ={ 1， 2， 
⋯

， }和 = {Yl，Y2，⋯， }为 和 l，的观测值 ． 

引理 2 设联合高斯平稳过程 ∈R ，y∈ 

R 有谱密度 

『 ， (e )1 
L (e-i ) ， J’ 

那么 和 y的互信息率为 

7( ；y)： 

· r靠 
--

IJ
一  

log det[，一 (e ) (eito)]d∞．(8) 

考虑图 1所示系统 ．这里 ，设输入 r和干扰 d是 

相互独立的零均值高斯平稳过程，系统是闭环稳定 

为 

别 
分 

L  

和 

L  
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一 系 
Z 导 胜 

子  

分 

点 
极 

为 零 
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的，输 出 Y和 r，d的谱密度分别为 声 (cc，)，声 (cc，)， 

(cc，)． 

设 (z)=L(z)／[1+L(z)]，贝4 

声 (c￡，)：声 (c￡，)I r(ei )I +声d(c￡，)I S(e )I ， 

可知 

声 (c￡，)> 声d(c￡，)I S(ei )I 2． (9) 

有如下定理 ． 

定理 2 设图 1所示系统是闭环稳定 的，输入 

r和干扰d是相互独立的零均值高斯平稳过程 ．那么 

输出 Y和干扰 d的互信息率为 

7(y；d)= ．- 

．f： l。g[1一 cc，)声 (cc，)|s(e_i )|s(eia,)] 
(10) 

证 由于 d和Y皆为高斯平稳序列 ，根据谱分 

解定理[15]，存在有理函数 和 ，它们的零极点都 

在单位圆以内，使得 

声d(c￡，)： e—i ) ei )， 

声 (cp)： e一 ) e )． 

用 和 分别对 d和 Y进行非奇异变换 ，得 d 和 

Y ，即 

D (z)= D(z)F (z)， 

(z)= y(z)F (z) 

其中 y(z)，D(z)分别为 Y和d的z一变换 ，其它亦然 ． 

设 M(z) = (z)S(z)F (z)， 由 式 (9)可 知 

M(z )M(z)<1．则 d 和 Y 具有高斯联合谱密度 

1 
．  

根据引理 2，Y 和 d 的互信息率为 

I(y ；d )= 
’ r丌 

--

1Llog[1一M(e。j )M(eia,)]dct，= 

j g[1一 (cc，)声 (cc，)|s(e-im)|s(ei )] 
由信息论可知[16]，平稳高斯过程的互信息在非奇异 

线性有限维系统的变换下是保持不变的 因而 7(Y； 

d)=，(Y ；d )，即得出式 (10)． 证毕． 

设l1 卜 
·．s㈦  <l ， 

所 以 

ll S(z)ll <7． (11) 

以 y-．2替换式 (10)中的 (cc，)声 (cc，)，记 
1 r丌 

H(7，S)： I log[1—7 |s(e。i )|s(e )]dc￡，． 
1 儿  一 Ⅱ 

(12) 

注意到 7 H(7，S)就 是闭环传递 函数 S( )满足 一 

式(11)时的 H 熵【 ， ． 

由于 声 (cc，)声 (z)≤ 7 ，贝0 

log[1一声d(c￡，)声 (c￡，)S(e-i )S(e )]≤ 

log[1—7-2S(e。i )s( )]． 

因而据互信息率和 H 熵的特性【 ．8]有 ： 

推论 1 设图 1所示系统是闭环稳定的，输入 

r和干扰d是相互独立的零均值高斯平稳过程．那么 

，(Y；d)≥ 日(7，S)≥ 0． (13) 

最小熵 H 控制问题是寻求一个允许控制器， 

在系统内稳定和闭环传递 函数 的 ∞一范数有界 的前 

提下使系统的 H 熵达到最小[ ， ．从信息论的观点 

来看 ，在保证系统闭环稳定的前提下 ，应尽量减少干 

扰对输 出的“污染”程度，输出中所包含的关于干扰’ 

的信息量显然越少越好 ．由式(13)可知 ，7(y；d)越 

小，则 H(7，S)越小，H 熵是比互信息率“更紧”的 
一 个 目标 函数 ． 

Stoorvogel[HJ在系统辨识问题 中讨论 了辨识误 

差与一个构造性参考变量间的互信息率与 H 熵的 

关系 ，然而只是针对 7=1的 ~ ；Boyd[ ]指出单变 

量系统的 H 熵是在随机反馈作用下系统 2．范数的 

均方(即系统输 出的平均能量)．而式 (13)则直观地 

表述了系统 H 熵与该系统变量间的互信息率的关 

系，对最小熵 H 控制作出了信息论解释 ． 

4 结论(Conclusion) 

本文讨论了单变量线性时不变反馈控制系统中 

的信息(不确定性)和 H 熵．利用 Bode积分定理将 

控制系统 中的熵率和 系统开环不稳定极点结合起 

来 ，以信息论的观点 阐述反馈控制系统的性能设计 

局限，进一步讨论了“变异度守恒定律”．同时，从信 

息传输的角度研究反馈控制系统 ，在信息理论的框 

架下得出系统中互信息率和 H 熵的关系，对最小
．  

熵 H 控制方法作 出较直观 的信息论解释 ．本文的 

研究反映了 Bode积分定理、H 控制与信息论之间 

的联系． 

[1] BODE H W．Network Analysis and Feedback Amplifier Design 

[M1．Princeton，NJ：Van N0s ，1945． 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


控 制 理 论 与 应 用 第 20卷 

[2] WU B F，JONCKHECRE E A．A sin~rlfled aporoadl tO Bode’s 

theorem for continuous-tin~ and d；lscrete-tin~ systems[J]．IEEE 

Trims on Automatic Controf，1992，37(11)：1797—1802． 

【3J CI-IEN J．Sensitivity integrals and wansfomlation techniques：a n 

pe ve[J]．IEEE Trans on Alaomat／c Control，1997，42(7)： 

l037一lO42． 

【4J SERONM M，BRASLAVSKY J H，G(~DWINGC．Fundamo~  

LOnitat／ons／n Filtering and Control[M]．kIIld0fI：Springer-VeT— 

lag，1997． 

[5] ASHBY W R．Anlntroduct／on to Cybemet／cs[M]．London：0Iap— 

I咖 & Hall Ltd．1957． 一- 

[6] ENG-E~ S．Variety，infomaation and feecB~ick[J]．Kybemetes， 
●

●  

1984，13(2)：73—77． 

[7] MUSTAFA D，GLOVER K．M／n／mum Entropy H Control[M]． 

B凼 ：Springer-Verlay．1990． 

【8] QiU L，CHEN T．Multirate sampled-data systems：all H sllbopti— 

mal controllers andthe minimum entropy controller[J]．IEEE Trtms 

OnAl4t．on~ cControl，1999，44(3)：537—550． 

【9] BOYD S，HARA C．Lineag Controller D l·Limits of Perfor- 

，，| 【MJ．F-~lcwood Cliffs：Prentice-Hal1．1991． 

【10J WEIDEMANN H L．Faitmpy analysis of feedback control systems 

[A]．Ad~12tlce$／n Control Systems[C]．New York：Aeadl~ c 

Press，1969，7：225—255． 

【11 J KICKER W J M，BERTRAND J W M，PRAAGMAN J．S‘m 

coi,Jments on cyt~'netics and control【JJ．IEEE Trans on Systems， 

Man andCybernetics，1978，8(11)：805—809． 

[12] 

[13] 

[14] 

[15] 

[16] 

Ⅱ{ARA S．Information TheoryforContinuousSystems[M]．Singa- 

p0 ：W 0dd Scientific Publi~ing Co Pte Ltd，1993． 

PAPOULIS A． Probability， 月 幻， Variables， and Stochastic 

Processes【M]．3rd ed．Singaocle：McGraw-l-rill，Inc，1991． 

H)()RV0GⅡ ．A A．SCHUr'r'~a,,I J H V．System idlmtification 

with infomaation theolll~tic criteria[A]．B兀TANn s，P】Icc G， 

ed．1dent／／~cat／on，Adaptat／on，Learn／rig[M]．Bel'lin~Spring~， 

l996：289—338． 

IJI】NG L．System ，d州 掰 ：Theoryfor the User[M]．2rid 

ed．Engl~ aifrs：PrentJee-Hal1．1999． 

GⅡ  AND I M ．YAa ∞ M  A M ．Calculation ofthe~llOUntofin． 

formation about a random f1．uicIJon contlfmodin another suchftmetion 

lJJ．Uspe／o~／MatNauk，1957，l2(1)：199—246． 

作者简介： 

章 辉 (1967一 )，男 ，1990年毕业 于浙江大学化工系并 留校． 

1995年获浙江大学硕士学位后到浙江省计经委工作，现为浙江大学 

控制系博士研究生 ．研究方 向为随机系统，鲁棒控制 ，控制系统 的信 ～、 

息论方法等，曾获 国家教委科技进 步二 等奖．E-mail：zbang~ iipe@ 

zju．edu．eli； 

孙优 贤 (1940--)。男，毕业于浙江大学化工系 。浙江大学 教 

授 、博士生导师、中国工程院院士 ，现任浙江大学工业 自动化 国家工 

程研究中心主任 ．研究领域有鲁棒控制 。容错控制 。非线性系统，软测 

量技术 ，制浆造纸工业过程优化 与控制 等．发表著作 l0余部 、论文 

4OO余篇 。获省部级以上科技进步奖 25项 ．获得“全国教育系统劳动模 

范”、“全国优秀科技工作者”等称号．E-mail：yx汕l@i ．咖 ．edu．∞． 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com

