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摘要：基于Kaiman滤波和白噪声估值器，对带非零均值相关噪声系统提出了渐近稳定的统一的和通用的 

Wiener状态估值器 ．它们可统一处理滤波 、平滑和预报 问题 ，且避免了计算最优初始状态估值 ．它们揭示了 Kalman 

滤波器和 Wiener滤波器之间的关系．一个仿真例子说明其有效性． 
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AbI mct：Based on the KaLman filtering and I1ite noise es血Il{I由0 ，the unified， and asymI~ fically stable Wi ener 

state esliIrlat0 we presented for systems with correlated noises having noll-7,el"O means．They could handle the filtering． 

smoot~ g and prediction problems in a unifiedframework，and avoid compu6rtg the 0l initial state estimates．The代1a on 

bt~tween the Kaim an filter and Wi ener filter was discovered．A simulation example shows their effectiveness． 
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l 引言(Introduction) 

经典 Kalman滤波理论不能统一处理状态滤波 、 

平滑和预报问题⋯1．特别 Kalman平滑器的计算较为 

复杂 ，要求计算最优初值和误差方差阵的逆矩阵 ．本 

文基于 Kalman滤波器和白噪声估值器[ ，对带非零 

均值 的相 关噪 声 系统提 出 了渐 近稳 定 的统 一 的 

Wiener状态估值器 ．它们可在统一框架下处理状态 

滤波、平滑和预报问题．算法简单，避免了计算最优 

初值和误差方差阵的逆矩阵 ．基本原理是 ：利用系统 

可观性将状态表为 白噪声和观测信号的线性组合 ， 

从而由射影性质引出非递推状态估值器 ，它们由观 

测预报器和白噪声估值器来计算．利用在 Wiener滤 

波器形式下的观测预报器和白噪声估值器引出统一 

的 Wiener状态估值器 ． 

2 问题 阐述 (Problem formulation) 

考虑带非零均值相关噪声系统 

(￡+1)= (f)+r (￡)， (1) 
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y(￡)=Hx(￡)+口(￡)， (2) 

其中 ￡为离散时间，状态 (￡)∈ ，观测 Y(￡)∈ 

R ， ，r和 日为 常阵． 

假设 1 W(￡)∈Ⅳ 和 (￡)_∈R 是带非零均 

值的相关白噪声 ： 

E W(￡)= qw，E口(￡)= q ， 、 

ov{ 】，【 】)-【 
其中 E为均值号，COV为协方差号，T为转置号， ： 

l， =O(t≠J)． >0． 

假设 2 ( ，日)和( ，Ⅳ)均为完全可观对 。且 

=  一 JH，J= Q ． (4) 

问题是基于观测 (Y(￡+N)，Y(￡+N 一1)，一)求 

状态 (￡)的 Wiener状态估值器 露(￡h +Ⅳ)．对 

N =0，N >0或 N <0，各称其为状态滤波器、平滑 

器或预报器 ． 

原系统可化为带零均值的相关噪声系统： 
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(t+1)= (t)+I_'q +I_’ 。(t)， 

Yc(t)=Hx(t)+ 。(t)， 

其中定义带零均值 白噪声和新的观测为 

『W。(t)=W(t)一‰， 

{ 。(t)= (t)一g ， 
l yc(t)=Y(t)一 ． 

(5) 

(6) 

(7) 

在假设 1，2下有稳态 Kalman预报器l J 

露(t+1 I t)=(厶一g-1 )-1[ (t)+rq ]， 

(8) 

(t)= (t I t一1)+￡(t)， (9) 

其中 = (厶 一KH)， = K+J，且 为稳 

定矩阵．厶为 ／7,×／7,单位 阵，g-1为单位滞后算子 ， 

q-i露(t+1 I t)=露(t I t一1)，新息 ￡(t)∈R 是 

零均值 ，方差阵为 Q 的白噪声 ，K为稳态滤波增益 ， 

K = 日TQ ，Q =爿 HT+Q ，． (10) 

其中 是如下稳态 Pdccad方程的唯一正定解 ： 

=  [ 一 日T( HT+Q )-1 ] T+ 

I1(Q 一so： ST)I1T， (11) 

可用迭代算法求 解[ ．将式 (8)代入 式 (9)引 出 

ARMA新息模型 

A(g )Y(t)=D(g )￡(t)+』D， (12) 

f (g )=det(厶一g一 )， 

I D(g-1)= (g-1)，m， 

I A(g-1)=D(g-1)一／~aaj(厶一g-1 ) g_。， 
【lD=／／aaj(厶 一 )I_'q +A(1)g ， 

(13) 

其中 为伴随阵号 ． 

本文基于上述稳态 Kalman滤波求 Wiener状态 

估值器 露(t I t+Ⅳ)，它们具有以 Y(t+Ⅳ)作为输 

入的传递函数阵形式 ． 

3 观 测信 号和 白噪声 的 Wiener滤 波器 

(Wiener filters for measurement signal and 

white noises) 

．  

由式(1)，(2)和射影性质[ ]有状态预报器 

露(t+Ⅳ I t)= 一 露(t+1 I t)+b，v，(14) 
一 2 

b』v：∑咖  ，bl：0， (15) 
i=0 

其中 N ≥2．由式(2)有观测预报器为 

夕(t+N I t)=H露(t+N I t)+q ，N ≥ 1 

、 (16) 

由式(8)，(14)和(16)引出观测信号 Wiener预报器 

夕(t+N I t)= 一 (q-i)JIv(q-i)y(t)+ 』v， 

(17) 

其中对 Ⅳ ≥ 1定义 

JIv(g-1)=删 -1 adj(厶 一g ) ， (18) 

』v= 一 (厶一 )一 (I_'q埘一KPg )+日6』v+g ， 

(19) 

且对 N ≤0定义 

(g一 )= (g一 )，m g』v， =0． (20) 

对系统(5)，(6)应用文[2]的结果有统一 的白噪声新 

息滤波器 

(t I t+N)= qo+上 (q-i)￡(t+Ⅳ)，0=W， ， 

(21) 

其中定义多项式矩阵 碍(g )=o(N<0)， 

蹋(g一 )：∑Mo(i)qi～， (22) 

其中 Ⅳ ≥0，且定义 

f (0)=so； ， (0)=Q Q ， 

I％( )=D口(1)[(厶一 日)T T] HTQ ， 

l D (1)=一 T+QrT一5l，T ， 
【D (1)=一Q T， 

(23) 

由式(12)有 

￡(t+N)= 一 (g一 )(．A(g一 )Y(t+N)一』D)， 

将其代入式(21)引出白噪声 Wiener滤波器 

(t I t+Ⅳ)= 一 (g一 )碍(g一 )A(g一 )y(t+Ⅳ)+ 
． 』v 

(24) 

．

』v= 一 一 (1)碍(1)lD． (25) 

4 Wiener状态估值器 (Wiener state estima． 

tors) 

由假设 2有非递推状态估值器[2 

露(t I t+Ⅳ)=∑nf[夕(t+ I t+Ⅳ)一 
i=0 

i—l 

∑肿 一 (t+-『I t+Ⅳ)一 

移(t+ I t+Ⅳ)J， (26) 

其中规定 =0( <0)且 ≥0，可观阵为 

n =[ ，(肿 )T，⋯，(肿 J9- )T]T， (27) 

其中 为可观性指数 ，且将伪逆 n#分块表为 

n =(nTn)一 nT=[no，nl，⋯，n口一1]．(28) 

定理 系统 (1)，(2)在假设 1，2下有渐近稳定 

的统一的Wiener状态估值器 

露(t I t+N)= 一 (q一 ) (q- )y(t+N)+ ， 

(29) 

其中定义 
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(g )= 

∑ f[ 一，v(g一 )一∑肿 一 × 

几 j{}一 (q-。)A(q一。)一 (g一 4(g一 )]， (3O) 

，v ： ∑ [ 一，v一∑肿皇-i-jFp ，，v— — ，，v— ]． 
i 0 o ‘ 

(31) 

证 将式(17)和(21)代人式 (26)引出式(29)～ 

(31)．由于 ， 是稳定矩阵 ，故 (gI1)是稳定的多 

项式 ，因而估值器(29)是渐近稳定的 ． 

推论 1 在假设 1，2下有递推 Wiener状态估值 

器 

1 (g一 )露(t I t+Ⅳ)= 

(g )y(t+Ⅳ)+ ， (32) 

dⅣ= (1) ，v． (33) 

推论 2 在假设 1，2下，若 qo=0，0= ， ，则 

有渐近稳定的 Wiener状态估值器 

1 (q一 )露(t I t+N)= KN(q一 )Y(t+J『＼『)． 

(34) 

5 仿真例子(Simulation example) 

考虑带非零均值相关噪声系统 

c t+· =[一 
． 2 5】 c t +[ 】 c t ， 

(35) 

Y(t)=[1 0] (t)+ (t)， (36) 

(t)=0．5w(t)+ (t)， (37) 

其中 (t)是均值 ‰ =2，方差 Q =2的高斯白噪 

声 ， (t)是零均值 、方差为 Q￡=1且独立于 (t)的 

高斯白噪声 ．可得 =1，Q =1．5，S= 1，且 

一  『2．1863 1．7114] r0．59311 【1．7114 1．6169 J，K 【o
．  

J， 

图 1(a) l(t)与 Wi ener预报器 露l(tIt一2) 

Fig．1(a) l(t)andWiener predictor露l(tIt一2) 

r0 96761 r一0．9676 1．5v．Jv#v 1 【
o．61西 【一0

． 8169 1 J， 

(38) 

可求得 ARMA新息模型为 ： 

(1一g一 +0．3q )y(t)= 

(1一O．0324q一 +O．2577q一 )e(t)+3．3． 

(39) 

取 Ⅳ =一2，0，1，由推论 2 Wiener状态两步预报器、 

滤波器和一步平滑器可统一表为 

(1一O．0324q一 +0．2577q一 )露(t I t+N)= 

K，v(g一 )，，(t+Ⅳ)+dN， (40) 

其中 

(q-1)= 】+【二 ： 

K0(ĝ1)=L0．0． 5931】+【0。．
．

3

1

7

5

4

27
6] 

～

0．1

⋯

356

3】g～， 

=  

5．267

39

9 
=  】， 

g l)_ 】+ + 
0．41

5

13

3] +【．。．0．13 56 
r一 0．28671 

d· 【一o
． 3426J‘ 

任取初值 露(0 l J『、『)= [10，lO3T，N =一2，0，1． 

仿真结果如图 1至图 3所示 ，实线 为 (t)，虚线为 

露(t I t+N)，其中 

露(t I t+N)= [露l(t I t+N)，露2(t I t+N)lT． 

可见滤波器 露(t I t)的精度高于预报器 露(t I t一2) 

的精度，而平滑器 露(t I t+1)的精度高于滤波器 

露(t I t)的精度 ． 

上 
i  

t 

^  

口  

图 1(b) 2(t)与 Wi ener预报器 露2(tI t一2) 

Fig．1(b) X2(t)andWi ener舯蜘 露2(tIt一2) 
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图 2(a) l(t)与 Wiener滤波器 露l(tIt) 

Fig．2(b) (t)andWienerfilter~l(tIt) 

图 3(a) l(t)与 Wiener平滑器 露l(tI t+1) 

Fig．3(a) l(t)and Wiener smoother露l(tI t+1) 

6 结论 (Conclusion) 

本文将文[3]的带零均值不相关噪声系统的结 

论推广到带非零 均值相关 噪声系统情 形 ．本 文用 

Kalman滤波方法和 白噪声估计理论 2提出了统一 

的和通用的 Wiener状态估值器 ．由于避免 了计算最 

优初值和误差方差阵的逆矩阵，因而算法简单 ，容易 

实现 ． 
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