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多机器总完成时fel on makespan近似最优的开放式车间调度方法 

韩 兵，席裕庚 
(上海交通大学 自动化系。上海 200030) 

摘要：研究了多机器开放式车间调度问题，采用离散事件系统调度使 makespan最小化和总完成时间最小．给 

出了在确定处理机器的条件下，不同批次的作业总完成时间最优的排序定理，以及选择机器处理作业的指标优化 

定理，利用给出的若干定理建立了总完成时间最优的调度方法．作者利用加权总完成时间最优算法来近似求解 

makespan最小化和总完成时间最优的调度问题．作者也利用论文的理论结果给出了一个三机器开放式车间情况的 

实际算例． 

关键词：开放式车间；离散事件系统；加权总完成时间；近似最优调度 
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Schedule methodology of approximate optimal cost of tota1．time 

and makespan  for multi-machines in open shop 

HAN Bing，XI Yu-geng 

( 御删 ofAiRolllaIion，Shanghai Jiao Tong University，Shaihai 200030，Qlina) 

Abstract：The schedulefor multi-machines ofopen shop was investigated．The model ofopen shop schedule was described 

by the discrete event dynamic system．As a result．the ttle0IfeIll of sequencingjobs ofthe different batches in the condition ofa 

certain machine for total time optinlLun，and the theorem of choosing the processing machine for a certainj曲 among machines 

at minin~Lun cost were derived．Based O11 these theorems．the methodology of open shop schedule Was built in the approximate 

optinltRn ofthe total time．The op~ al cost of weighted total time approximating the op~ al cost of total time and makespan 

Was proposed．The example of op~ al schedule Was presented for ltⅡee machines of open shop． 

Key wolds：open shop；discrete event system；weight total tin~；approximate opth~ schedule 

1 引言(Introduction) 

对于makespan和总完成时间最小化的多机器 

开放式车间分层调度问题表示如下．有 n个作业-，I， 

-，2，⋯， 在r／1个机器Ml，M2，⋯， 上处理，对应机 

器Mf和作业 处理时间为P 作业处理的次序是任 

意的，作业不能被两个或多个机器同时处理，任何 

机器每次只能处理一个的作业．假定不允许抢先，任 

何处理一旦开始就必须完成而不能中断．开放式车 

间调度问题的实际例子，可以在测试仪器设备时遇 

见．单元检查通过一系列诊断测试，不必按任何指定 

的次序完成．每一个试验经常需要不同的测试设备， 

测试设备不能同时进行两个试验．上述情况在测试 

电子系统组件和众多修复设备时经常遇到，修理也 

可以按任意次序完成．作者的目标是使作业完成时 

间的总和最小，完成时间总和要服从 make．span最 
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小，其中 C 是作业的 完成时间-，并且 

Cm“ = m Ci． 

G．J．Kyparisis，Christos Kolll锄as[1]也研究了两 

个机器开放式车间调度问题，采用递阶 目标使 

makespan最小化并且使总完成时间最小，表明这个 

问题不同于密切相关的最小化总完成时间调度问 

题 ．他们发展了一个可用于三种专门的情况的多项 

式一时间算法和当一个机器起主要作用时的近似最 

佳多项式一时间启发式算法，也扩充一些结果到三机 

器开放式车间的特殊的情形之中． 

2 问题的形式化描述(Format discription of 

problems) 

为了得到一般性结果，本文首先研究总完成时 

间指标的调度方法，按引言约定定义开放式车间调 

度问题如下： 
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min∑Cf， (2．1) 
= 1 

X／／+1= Xil+ biz， o= 0， 

， ， oⅡ p + Pij， 

1．Zil=_『；U／／嗟{Ⅱz—l，⋯，Ⅱl}， 

(2．2) 

(2．3) 

(2．4) 

≥ U； ∈ ’ 

f，s、 【
Ⅱ {Uil，1．Zil嗟 {Ⅱf．I，⋯，Ul ～ 

在机器上被处理次数相同的全部作业集合称为对应 

的批次集合．cf为第i个作业的总完成时间， 是 

作业 第f批处理的完成时间，P ≥0是作业 在机 

器 上的处理时间， ≥0是作业 在机器 上的等 

待时间，ⅡⅡ为选择第 个作业到特定机器处理的调 

度安排．式(2．1)～(2．5)给出了一个描述开放式车 

间调度问题的离散事件系统． 

引理1 按总完成时间nfin∑ Ci性能指标最优 

的开放式车间调度问题等价为总最小等待时间 

nfin∑∑ 性能指标最优的开放式车间调度问题． 
￡ J 

证 由式(2．1)一(2．5)，． 

min∑Ci：min∑ ：min∑∑bn， 
i=1 = 1 i=1 l 

6 min∑∑( ， )， 
f ；一- Ii 1 1 ’ ’ 

min∑∑(p +p )= 
．
； 一

- 1
． ，

I 

min∑∑p +min∑ ∑p ， 
l ￡ l f 

因为每个作业必须且只能在不同机器上处理一次： 

min∑∑p +min∑∑p ： 
i l ’ i l ’ 

min∑∑p +P：min∑∑p +P， 
i=1 l ’ l i ’ 

等价为min∑∑p ． 证毕． 

引理 1说明按最优总完成时间指标的调度问 

题，可以按等待时间最优指标求解．两问题的等价性 

是由于开放式车间调度问题的处理时间完全已知， 

并且每个作业只能在不同机器上处理一次的特殊性 

决定的． 

3 总完成时间指标的开放式车间调度方法 

(Total time index for schedule method of 

open shop) 

直接求解开放式车间调度问题是困难的，最好 

的方法是先得到确定条件下问题的最优排序，然后 

利用这些定理建立调度方法 ． 

定理 1 对应某台机器和 几个作业，按一定顺 

序处理，总完成时间最小的作业调度为使 

m
—
in∑p ：∑∑P村， 

“ J iEA ^：2 ：I 。 

当且仅当加工顺序按处理时间从小到大排列时 

Plj≤ P2j≤ ⋯ ≤ p 

证 根据引理 1，总完成时间最小的作业调度 

为使等待总时间最小，因为 

h一1 

min∑p =∑∑P村= 
一  ∈ h 2 1 

(几。一1)plj+(几。一2)p2j+⋯ +p 一l， 

不失一般性，若取作业顺序为 p ，Plj，⋯，P ，因为 

p ≥ Plj，贝0有 

(几。一2)Plj+P2j≥ (几。一1)Plj= 

(几。一2)p1 +(几。一1)p2 ≥ 

(n。一1)pu+(n。一2)p2j， 

∑∑P坷= 

(几。一2)p1
．

f+(几。一1)p2 +⋯ +P 一l≥ 

(几。一1)Plj+(几。一2)p2j+⋯ +p 一l= 

mi ∑p ． 
“ J iEA 

用数学归纳法可进一步证明，按处理时间大小顺序 

排列处理作业，总等待时间最小． 证毕． 

当上述作业按一定顺序排列时，中间插入一些 

固定处理时间，最小等待时间的最优序列排列顺序 

不变，可由下面定理2描述和证明． 

定理2 对应第．f台机器和l't个作业，按一定顺 

序处理，若每一时间段插入一后面批次处理作业时 

间△蛳，此批作业最小等待总时间是 

mi ∑p =min∑∑(腑+△p茸)， 
“一J A

．
h 2 1 

当且仅当加工顺序按处理时间从小到大排列时PIlj 

≤ p ≤ ⋯ ≤ pn ‘ 

证 同一机器存在最优的后面批次处理时间 

p畸， 

n h一1 

mi ∑p =min∑∑(腑+△p茸)， 
u=j iEĴ h=2 = 

n h一1 

因为△p村已知，则∑∑△p 为一固定不变量， 
h；2 =1 

：  ：  ● 。 ． ：  ： ： ．． 。 + I  ．
． I  I 。  ． ． ． ． j

! I 、 I } } ● }{ ￡ j  
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ra

—

in ∑p =∑∑Ap酊+min∑∑P ． 
』 ∈A． =̂2 =I ：̂2 ：I 。 

由定理 1得证最小等待总时间加工顺序按处理时间 

从小到大排列时 Pl ≤p ≤⋯ ≤P ． 证毕． 

上述定理表达了第一批处理的作业排序与后面 

批次作业处理的时间有关，考虑后批次处理作业的 

此次最优处理排序的次序不变． 

定理 3 对于任意作业 ．，l， ，对应第一次处理 

完成时间或规定必须等待的时间 2≥ l，作业 ．，l， 

处理时间为Pl，P2,如果满足0≤Pl≤ 2一 l则 

最小等待时间为零，否则最小等待时间为rain(P。一 

2+ l，p2+ 2一 1)，Pl与 P2+2( 2一 1)比车乏，J、 

者优先处理． 

证 为了避免两作业处理冲突，并使等待时间 

最小，上述定理的证明是求解下列约束优化问题 

min(P：+p{)， 

s．t．P：≥p ≥0， 

max( l+P：，X2+p )≥ 

． rain( l+P：+Pl，X2+p +p2)． 

上述约束表示等待时间必须为正值，两作业处理时 

间区间不能重叠，由上式得 

max(P：，X2一 l+p )≥ 

rain(P：+pl， 2一 l+p +p2)． 

当取 P：= =0为极小时，如果 0≤Pl≤ 2 

一  1，则 

0 ≤ pl≤ 2一 l+ p2， 

max(P：， 2一 l+p )=max(0， 2一 1)= 

2一 l≥Pl=rain(Pl， 2一 l+P2)： 

min(P：+Pl，X2一 l+p +p2)． 

上式成立，说明P：=P =0是最小等待时间并满足 

约束的规划最优解；反之，如果0≤ 2一 l<Pl，由 

max( l+P：，X2+p )≥ 

rain( l+P：+pl， 2+p +p2) 

得 

max( l—x2+P：，p )≥ 

rain( l—X2+P：+pl，p +p2)． 

如果取 P：=p =0，贝0 

max( l—x2+pi，p )=max( l—x2，0)=0≥ 

rain( l—X2+P：+pl，p +P2)= 

min( l—X2+pl，P2)>0 

矛盾；女口果 Pl一 2+ l≤P2+X2一 l，取 P：=0， 

优化指标 rain(P：+p )=rain p ，满足 

max( l—x2，p )≥min( l一 2+Pl，p +P2)， 

即满足 

p ≥rain( l—X2+pl，p +p2)， 

可知最小的 P 满足边界条件 

p =min( l—X2+pl，p +p2)， 

p = l— X2+ Pl； 

如果 ． 

PI— X2十 I≥ P2十 X2一 I’ 

取 p{=0，同理可证 P：=P2+ 2一 1． 证毕． 

定理 4 已知对于任意作业．，l， ，对应第一次 

处理完成时间或规定必须等待的时间 2≥ 。，设第 
一 批作业处理时间为P⋯Pl2，等待时间为Pl：，Pl ； 

第二批作业处理时间为 P2l，P22，等待时间为 P2：， 

p2i，则增加Pl 不能使 min Pl +p2i减少． 

证 令 

△pl = pl 一 l≥ 0， 

X2= l+△pl + PI2， 

由定理 3得 

p2主= 

max{0，rain(P2l一 2+ l，p22+X2一 1)}= 

max{0，rain(P2l一△pl 一Pl2，P22+△pl +Pl2)}， 

pl + p = 

l+Pl2+max{Ap12，rain(P21一 

P12，P22+2Apl~+pl2)}． 

如果 P2l—Pl2≤0，则取 Apl =0， 

Pl +p =rain(pl +p )， 

rain(pl +p2i)= 

l+Pl2+max{0，min(P2l—Pl2，p22+P12)}= 

l+ P12· 

如果 P22+Pl2≥P2l—Pl2≥0，则取 

0≤ APl2≤ P21一P12， 

min(Pl +p2i)= 

l+Pl2+max{0，min(p2l—pl2，p22+pl2)}= 

l+ P21· 

证毕 ． 

定理4说明，增加第一批处理的作业等待时间， 

不能使第一、第二批处理的作业等待时间之和减少， 

因此不必考虑专门调整第一批作业时间来影响同一 

作业第二批处理的完成时间． 

定理 5 任意两个机器的两作业的处理时间为 

P Pl2,P2l，P22，每个作业仅能在一台机器上处理一 

次，对作业按机器等待时间和处理最优排序：1)如 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


862 控 制 理 论 与 应 用 第 2o卷 

果对应处理序列为Pl1，⋯，P2 ··和 Pl2，⋯，P22，⋯， 

则Plf=min{P⋯Pl2}， 为最优作业处理等待时间 

的机器编号；2)对应处理序列为 P⋯ ⋯，P2 ··和 

P22，⋯，pl2，⋯ 时，如果 Pl1<Pl2则最优作业处理的 

机器编号 =1，若满足P22<P2l，则最优作业处理等 

待时间的机器编号 =2，且两者必有一种情况成立． 

证 对情况 1)，因为 

c m in C =卿 (p +Piut)= 
’

n 

min +粤 (pi|l： )， 
所以 

Plj=m!nplj=min{Pn，P12}； 
J 

对情况 2)， 

∑
i 
c = c = (p |l：+Piut)= 

min{pll P+Pl }+癯 (p +p )， u U ● ’ ‘ 

如果 Pl1<Pl2， 

Pll=min{Pll，P12+pli}=min{Pll，P12}， 

∑
i c = c =粤 (p +Piut)= 

min{p22 P +P2i}+ (pi +p )· 
u U  1 ‘ ‘ 

如果 P22<P2l， 

P22=min{P22，P21+P2i}=min{P22，P21}． 

进一步，如果 Pl1>Pl2成立 ，根据队列排序有 Pll> 

P12>P22，同时又有 P22>P2l，则 Pl1>Pl2>P22> 

p2l成立，再由队列排序有 Pl1>Pl2>P22>P2l> 

P．．，矛盾，说明定理证毕．上述定理可推广至多个机 

器多个作业的情形．由于作业在一个批次内只能在 
一 台机器处理一次，反复使用这个定理，按机器分割 

作业集合的方法，使总完成时间最小． 

可以根据定理 1～4来构造优化队列，所得结果 

为∑ ci指标下的最优调度方法． 
总完成时间指标调度方法： 

1)对每一个作业按每一台机器由定理 1进行 

排序； 

2)从队列第一个作业开始，由定理 5对作业 i 

∈A 按完成最小来确定机器加工集合Aj； 

3)对 A 中的作业按定理 1或定理 3进行排序； 

4)计算 ff'由式(2．4)和1)的方法确定在下一 

批处理的A 集合； 

5)对 A 中的作业按定理 2、3进行排序； 

6)重复 3)和4)的工作直至最后一批处理作业 

排序完成． 

4 近似总完成时间和 makespan最优调度 

方法 (Approximately total time and optimal 

shedule method of makespan) 

对于总完成时间和makespan最优指标，构造优 

化调度队列更困难．由文献可知它是一个 NP难题， 

所以采用近似最优方法才有实际意义．作者利用总 

完成时间和加权总完成时间指标来近似总完成时间 

和 makespan最优指标，并得到实际性能对于原问题 

指标的一个上界 ． ． 

定理 6 对应某台机器和 几个作业 ，按一定顺 

序处理，最小等待加权总等待时间为 
tl h—I 

min
． ∑叫 p =∑叫̂∑P ， 

“ J iEAj h=2 =I 

当且仅当加工顺序按处理时间与权系数之比从小到 

大排列时 

Plj／tOI≤ p ／∞2≤ ⋯ ≤ Pn
~

j／oJ · 

定理6证明类似总完成时间对应定理． 

定理 7 对应第 台机器和n个作业，按一定顺 

序处理，若每一时间段插人一固定时间Ap甜，最小 

等待总时间是 
n h—l 

min∑COip ：min∑tOh∑(％+Apo．)， 
iEĴ 2 

当且仅当加工顺序按处理时间从小到大排列时 

Plj／tOI≤ p2，／叫2≤ ⋯ ≤ Pn j／~~nd· 

定理 7证明类似总完成时间对应定理 ． 

定理8 对于任意作业 J．，12,对应第一次处理 

完成时间或规定必须等待的时间 2≥ 。，作业 ．，。， 

要处理时间为Pl，P2，如果满足0≤Pl≤X2一 l， 

则最小等待时间为零，否则最小等待时间为 

min{032(pl一 2+ 1)，03l(p2+X2一 1)}， 

032(pl— 2+ 1)与 03l(P2+ 2一 1)比较小者优先 

处理．定理 8证明类似总完成时间对应定理． 

定理 9 已知对于任意作业Jl，12,对应第一次 

处理完成时间或规定必须等待的时间 2≥ 。，设第 
一 批作业处理时间为Pll'Pl2，等待时间为Pli，Pli； 

第二批作业处理时间为 P2l，P22，等待时间为 P2i， 

p2i，则增加Pl 不能使 min(03lPli+叫2p25)减少． 

定理 9讨论的第一批处理和第二批处理是同一 

作业，故加权后不影响定理结果，证明可参见定理 4． 

定理 5也适用于加权总完成时间最优的情况． 

‘ ． ● { 。 t { 车 ● ’ ：  ． {  ． ． { {  ． ‘ ． ． ： { ； ． 。 t ． ．． ‘ ；

幸 。I} 事 奄 I rt 
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同利用定理 1—5一样，利用定理6 9构造加 

权总完成时间最优调度方法如下． 

加权总完成时间最优调度方法： 

1)对每一个作业按每一台机器由定理6进行 

排序； 

2)从队列第一个作业开始，由定理 5对作业 

i∈ Af 按完成最小来确定机器加工集合A ； 

3)对A 中的作业按定理6或定理8进行排序； 

4)计算 由式(2．4)和1)的方法确定在下一 

批处理的 A 集合； ． 

5)对 A 中的作业按定理6、7进行排序； 

6)重复 3)和4)的工作直至最后一批处理作业 

排序完成． 

作者可以进一步采用特别的加权总完成时间最 

优性能指标来近似 makespan和总完成时间最优性 

能指标， 

∑ ∑∞ p t=∑∑p t+∑∑∞ t t． 

其中 

03f=1+03：， 

∞，=∑ ／∞一∑∑p ， 
i i i 

∞ ～ = m a
．

x ∑ ／∑∑脚， 
i i i 

0≤ ：∑∑p ／∞～． 一 
』 

再采用定理 5 9构造的加权总完成时间最优调度 

方法得到近似 makespan和总完成时间最优调度 

序列． 

可得到近似 makespan和总完成时间最优调度 

指标的上界，近似算法确保了调度的性能，对于由式 

(2．1) (2．4)描述的开放式车间调度问题，近似 

makespan和总完成时间最优调度指标满足 

∑∞ic ≤(1+ ){∑c +ma．xC7}， 
i i ‘ 

参见文献[8]． 

5 实际例子的调度结果(Schedul result of ex． 

ample) 

也考虑具有 n+1个作业的调度问题，对应数据 

如下：I1,是偶数(奇数有相似的结果)，Pil=Pi2=1， 

P 3 1．5，i= 1，⋯ ，lO；pu
，
1=7．5，Pll

，

2= 1．5，Pll
，3 

： 2．按本文给出的方法得总完成时间最优调度方 

案Q，∑Cf(Q)：l18，按Ml，M2，M3排列，调度方 

案如图4所示．按本文给出的方法得总完成时间和 

makespan近似最优调度方案 Q ，按 Ml，M2，M3排 

列，调度方案如图5所示 ： 

∑c (Q )+maxC (Q )：136．5+17．5：154． 
i ‘ 

图 4 总完成时间最优的开放式车间调度 

Fig．4 Schedule of open shop when total time is op~mal 

1 I 4 I 6 l 9j 2 J 5 I 7 I10I 3 I 8 I 11 
11 I 2 5 7 l10I 3 4 l 8 l 1 6 I 9 l 
3 l 1 ．8 l 1 6 l 9 ．7 l lo l 2 l 4 I 6 I 

图 5 总完成时间和 m,~espan近似最优的开放式车间调度 

Fig．5 Schedule of open shop when total time and 

m,~kespan ai~roximation is op~mal 

6 结论 (Conclusions) 

本文研究了多机器开放式车间调度问题 ，采用 

离散事件系统目标使 makespan最小化和总完成时 

间最小．研究表明这个问题按规划直接求解析解是 

困难的，但是可按规划的原理构造新的调度方法．本 

文给出了在不同条件下，作业总处理和等待时间最 

优的排序定理，利用本文给出的若干定理建立了总 

完成时间最优的调度方法 ．由于多机器的 makeslyan 

最小化和总完成时间最优的调度问题是 NP难题， 

本文利用加权总完成时间最优算法来近似makespan 

最小化和总完成时间指标最优来进行调度问题的求 

解，也利用论文的结果给出了一个三机器开放式车 

间情况的实际算例，实例计算证明了算法的有效性． 

理论分析表明，特定的加权总完成时间最优算法来 

近似makespan最小化和总完成时间最优的调度分层 

的调度目标具有一个与原问题最优指标相关的上界． 
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由第 Y车道换到第z车道的车辆数与车道( ，Y)上车辆总数 

的比例； 

厶：路段 ∈A的长度(km)； ：采样周期(h)，应满足： 

， 

0 <
．

T≤
口

t,

，

／

，V ∈ Ah； 

( ，z)：路段( ，z)的上游路段 i—l中与车道 z相近的 

车道集合，即 ( ，z)={( —l，Y)：I z—Y I≤l，Y∈Ci—I}， 

若 =l则 (1，z)是空集； 

Vf：自由流速度；』D ：临界密度；bl：期望系数(0≤ bi≤ 

1)； 

H(t， )=∑ (t，i)，d(t， )=∑ (1， )． 

2)模型(DM)的主要约束条件． 

入口匝道流量约束： 

H(1， )≤∑[ (1， )+专 (1，i)]； 
，．0 ‘ 

每一车道的交通密度不超过阻塞密度 P_岬： 

0≤ P(t， ，Z)≤ pjsm； 

每一个入口匝道的等待车辆数 埘(t，i)不能超过一个最 

大排队数 ．一(0≤埘(t， )≤ ．一)． 
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