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摘要：基于控制李雅普诺夫函数的 Sontag-Type控制是仿射系统鲁棒镇定中的重要控制律．首先揭示该控制律 

本质上是一种变结构控制且闭环的切换面总可达，受此启发并为了相对容易地构造控制李雅普诺夫函数，运用零 

状态可检测概念定义弱控制李雅普诺夫函数，并证明了基于弱控制李雅普诺夫函数的Sontag-Type控制的优化镇定 

性．文中还证明，在温和条件下，基于弱控制李雅普诺夫函数的 Sontag-Type控制为仿射系统的输入到状态镇定 

控制 ． 
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Notes on Sontag-I3rpe control 
YE nlla-wen’，DAI Guan-zhong’，WANG Hong2 

(1．Department ofAutomaticControl，NorthwesternPolytechnicalUniversity，ShanxiXi’舯 710072。0Iina； 

2．College ofMalhenlalJcs Science，NankaiUniversity，Ti删in 300071，Cllina) 

Ab鼬耐 ：The Sontag-Type control based on the control t,yapunov funclion(CLF)is aII important control law in robust 

stabilization of afflne systems．Firstly。the authors pointed out thatthis control law is essentially a kind ofvariable或nlc：nⅡe COn- 

trol andthat the switch surfaces ofthe resulted closed-loop are always reachable．Motivatedby this and in orderto comparatively 

easily construct CLF$，the authors defined the weak control Lyapunov function(WCLF)by using the conceOt of zero-state-de- 

tectability and then proved the optimal stabili~ on property of the Sontag-Type control based 013 the WCLF．Fmally．the au- 

thors proved that the Sontag-Type control based on thethe WCLFis aII input-to-state slabilizer ofthe afflne system under a mild 

condition． 

K WOldS-"control Lyapunov fll／lclJon；variable smlcune control；zero-state-detectability；robust stabili~ on 

1 引言(Introduction) 

针对仿射系统，学者 E D Sontag提炼出控制李 

雅普诺夫函数(Q )概念，并基于eLF构造了一类 

具有特殊结构的控制律【’J—— 一Type控制，该 

控制律的结构形式及eLF的抽象方式对近段鲁棒 

镇定研究起到重要促进作用【 ’3J． 

本文将揭示，Sontag—Type控制实质上是一种变 

结构控制，而且所得切换系统的切换面总可达．基于 

这样的认识，本文将运用零状态可检测概念定义弱 

控制李雅普诺夫函数(w_Q )，以便相对容易地构 

造eLF；并通过典型例子说明定义WCLF的合理性． 

随后，本文集中讨论基于 WCLF的 Sontag—Type控制 

的优化镇定性、温和条件下的输入到状态镇定性． 

本文考察光滑仿射系统 

= ，( )+g( ) ， ，．、 

∈R ， ∈R ，，(0)=0． ‘ 

也将关注如下状态输出系统的零状态可检测性 ： 

= ，( )，y=[￡窖 ( )]T． (2) 

其中 为C’正定径向无界函数， ( )表示 沿 

向量场g的李导数．函数 正定是指，对所有 有 

V( )≥0，V( )=0甘 =0，其径向无界是指 

( )一 ∞(I I一 ∞)．下文中能量函数特指 C’正 

定径向无界函数． 

定义 1[ ] 称状态输出系统 

= ，( )，y=h( ) 

为零状态可检测(zsD)，如果 

V 0∈ R ，h(x(t； 0))=0 limx(t；xo)=0． 

称该系统零状态可观测(zsO)，如果 
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V 0∈ R ，h( (t； 0))=0 (t； 0)=0． 

其中 0为初始条件， = (t； 0)为 ：f(x)的 

解 ．显然，ZSO系统必定 ZSD． 

定义 2⋯ 称能量函数 为系统(1)的控制李 

雅普诺夫函数(cLF)，如果满足： 

V ≠0，[L,V(x)IT=0：,LfV(x)<0． 

很明显，I，是系统(1)的CLF并不要求自由动 

态 =f(x)全局渐近稳定(GAs)，因为只要求在集 

合 ={ ≠0 I V( )=0}上满足 =LfV( ) 

<0，所谓 —GAS~5]． 

基于CLF V，文献[1]为系统(1)构造的镇定控 

制为 

lI ( )=一P( )[L,V(x)IT, 

P( )= 

f—LfV(x)+~ILfV(x)I2+ILgV(x)14，[ I，( )]T≠o， { 
I L,V(x)1 ～  一～ 一 

【c
， [L,V(x)IT=0． 

(3) 

其中c>0．此即Sontag-Type控制． 

Sontag-Type控制(3)为典型的变结构控制，因 

为可以逐一验证该控制律满足变结构控制的3个基 

本特征[6]：1)控制结构的切换；2)切换面可达；3) 

切换面上的动态渐近稳定． 

1)S(x)=[ V( )IT=0为闭环的切换面．在 

切换面上，控制为零 ，切换面之外则为 

一

—

LfV
—

(x)
—

+~／

_

I L fV( x) 12+
—

I Lg
～

V(x)14[ ( ) 

I L V( )I 。 

2)[ V(x)IT≠0时，将式(3)代入式(1)并求 

I，沿闭环的时间导数，得到 

≤一√I LfV( )12+I L,V(x)I ． 

由拉萨尔不变集原理[’]知道，系统的解进入集合 E 

： { ∈ ： =0}，在 E中L,V(x)=0，此即证明 

切换面[ I，( )IT=0可达． 

3)由CLF定义可知，切换面 [L,V(x)IT=0上 

的动态渐近稳定 ． 

2 主要结果(Main msdm) 

2．1 弱控 制李雅普诺 夫函数 定义 (Definition of 

weak control Lyapunov functions) 

上面述及，Sontag-Type控制(3)是一种变结构 

控制，且切换面 [ V( )IT=0总是可达的，这启发 

作者，为保证切换面上的动态渐近稳定 ，不必有 CLF 

定义中的严格不等式 LfV( )<0，而可以减弱为 

LfV(x)≤0，同时辅以相应的零状态可检测条件， 

V ∈R ，[ I，( )IT=0~LfV(x)≤0， 

= ，( )，j，=[L,V(x)ITZSD． 

是 <0，于是求助拉萨尔不变集原理，这里将严格 

不等式减弱为L：V(x)≤0，同时要求相应的零状态 

{ 一 ’ (4) 

以I，={( {+ i)为能量函数，得到状态输出 

【Y=L,V(x)=(一 l+2x2)X2． 

Y=0包括两种情况：① 2=O；② l=2x2．二者都 

但是，I，： ( {+ i)不是系统(4)的CLF，因 

为存在估计：对所有 l=2x2≠0， 

LfV( )：( l， 2)I— I： l>o． 
Xl 

≠0， I，( )=0 I，( )>0． 

上例表明，就刻画系统(2)的 ZSD特性而言， 

“系统(1)存在 CLF V”与“系统(2)ZSD”相 比，前者 

性．但是，仅凭条件“系统(2)ZSD”设计的 Sontag- 

Type控制，却不一定成为系统(1)的镇定控制．再次 

≠0，L,V(x)=0 j厶 ( )>0， 

切换面 [L,V(x)IT=0上的动态不具有渐近稳定 
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性．因此，为了镇定 目的，除了要求 WCLF V使“系 

统(2)ZSD”，还需满足蕴涵式： 

V ∈R ，[ V( )IT=0 ( )≤0． 

2．2 WCLF的合理性(Rationality of WaF) 

通过例子，本小节从下面两个角度说明定义 

WCLF的合理性：难于构造CLF时可以相对容易地 
构造WCLF；难于构造 CLF并不意味着不存在，而可 

望由WCLF重构得到． 

例 2 考察系统 

戈1 X2． 

露：：一e ( 。+丢 ：)+ ． ‘5 
以 = }+ ；为能量函数，有 

( )=x2(2xlP—ex2)， 

( )=2x2，P=(1一e~)／x2． 

首先，V ， ( )=0 LfV(x)=0． 

其次，状态输出系统 

I戈】= 2， 

{露z—e -+ ， 
L，，= V( )=2 2 

为ZSO，因此 V=戈}+ ；为系统(5)的WCLF． 

但针对系统(5)，很难找到满足下面蕴涵式的能 

量函数 ： 

V ≠0， W( )=0~LfW(x)<0． 

例 3 考察系统 

= f(x)+gl( ) l+g2( )V2． (6) 

f=(X2 3 一Xl 3 X1 2)T， 

gl=(1 0 0)T，g2=(0 1 0)T． 

可验证 = 1( 
l— 3

) + 1 x2+ 1戈；为系统 

(6)的WCLF．事实上， 

LfV(x)=2xlX2X3一X2X；一x2x2， 

， 
( )=Xl—X3， ( )= 2， 

这样 

V ∈R3， ( )=【 二 】=0： 
( )=0． 

而且，容易验证状态输出系统 

= f(x)，Y=[L~V(x)lT 

为 ZSO． 

现在重构 WCLF V为 

( )= 1( 
l — 3

) + 1( 2+ ；) + 1 23， 

可检验 为系统(6)的CLF．事实上， 

． 
( )=Xl—X3， 

， 
( )=X2+莺；． 

对所有 ≠0设 
． 
( )=0， 

， 
( )=0，于是 

有 

戈l= 3≠0， 2=一 ；≠0， 

LfW(x)=一xl<0． 

即 

V ≠0，[ ( )]T=0 ( )<0． 

读者还可以自行验证下面的简单例子． 

函数V：丢 }+ 1 ；为系统 
一  '

， 【露2 Xl+ i+UX2 

~WCLF，而函数 W： 1 }+ ( 2一 1) 则为 

CLF． 

2．3 优化镇定(Opt~nal stabilization) 

下面证明，基于 WCLF的 Sontag-Type控制具有 

优化镇定性． 

定义4[8] 称系统(1)的镇定控制 U：k(x)具 

有扇形裕度(口，卢)，如果存在函数 使得 

雯=f(x)+g(x) (k(x)) 

仍然GAS．函数 =diag{ 一， }， 满足： 

V s≠0，口s <s l(s)< (0<口<卢)． 

定理 l 基于WCLF V的 Sontag．Type控制(3) 

关于下面的性能泛函 

f J=j’ [ ( )+丽1 uTu]dt， 

I ( )：ip( ) ( )[ ( )]T一 ( ) 
为系统(1)的优化镇定控制，并具有扇形裕度(1／2， 

∞)(其中P(x)见式(3))． 

证 控制(3)的镇定性证明．[L~V(x)IT=0 

时， =厶 ( )≤0；[ ( )IT≠0时， 

≤一√I LfV(x)I +I ( )I <0． 

此即证明，对所有 ∈ ， ≤0，从而原点为稳定 

平衡点． 

[ V( )]T≠0时， 

≤一√I ( )I +I ( )I ， 

由拉萨尔不变集原理知，切换面 [L~V(x)IT=0可 

达；由WCLF定义，在切换面 [L~V(x)IT=0上有 

lim (t)：0．此即证明了原点的全局吸引性 ． 

全局吸引的稳定平衡点为 GAS平衡点[ ，控制 

一  j 
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(3)的镇定性获证 ． 

现在证明控制(3)极小化泛函 ．，．首先，．，为有 

意义的性能泛函．事实上， 

[ ( )IT≠0时， 

( )=专P( ) ( )[ ( )]T一 ( )≥0； 

[L,V(x)IT=0时，由WCLF的定义， 

L(X)=一 ( )≥0． 

现在设 l，=U—U，代人 ．，的表达式中得到 

．，=J {专P( ) ( )( ( ))T一 ( )+ 
1 (1，+U

s)T(1，+Us)I dt= 

J。[一 ( )lI一 ( )+ 1 FTF = 

f [一 + l_ ] J o卜 +丽  j 。 
显然l，=0使．，极小，也即控制(3)极小化泛函．，． 

最后，证明 Sontag—Type控制(3)具有扇形裕度 

(1／2，∞)． 

验证闭环 =f(x)+g(x) (U。)GAS，仇满 

足：V s≠0，s仇(s)>吉s ． ． 
=  ( )+ ( ) (Us)= 

( )一 1 P( ) ( )[ ( )]T+ 

吉P( ) ( )[ ( )]T+ ( ) (Us)= 

一  ( )一寺 ( )lI + ( ) (Us)≤ 

( )[ (Us)一吉Us]= 

一 南 [ (Us)一 ]≤0． 
由 P( )和 (·)的特性知， 

= 0 lI =0 L,V(x)=0． 

这说明了切换面 [LV(x)IT=0可达，用前面相同 

的分析可以推知闭环 =f(X)+g(x) (U )GAS． 

下面的例子可说明定理 1的意义． 

例 4 考察系统[ ] 

{ 。一 2+ 3+u’ 7 
以 ( )= }+ 1 22+ l x2+ l 3为能量函 

(2xl+X3) 镇定系统(7)，但该控制律没有鲁棒 

性[ ．事实上，将受扰控制 

up=I~11= l— 3一(2xl+X3) ] 

代人式(7)得到 

f贾1=( 一1) l一 2+(1一 )X3--x(2xl+X3) ， 

其线性近似系统的特征方程为 

．：L3+(1一 )．：L2+．：L+ 一1=0， 

对所有 ≠1，该特征方程至少有一个特征根的实 

部为正，因此闭环不稳定． 

但可验证， 

( )： }+ 1 22+ 1 23+ l 3 

为式(7)的WCLF．已知 

f(x)=(一 l一 2+ 3， l，X2)T， 

g(x)=(1，0，0)T， 

LgV(x)=2xl+X3， 

Lf V(x)=(2xl+ 3)(一 l+ 3)． 

首先，X∈R3，LV(x)=0 j ( )=0． 

其次，状态输出系统 

1 一 1 一 X2 + X3· 

2 1· 

Y~3 X2， 

Y= ( ) 

2] 
根据WCLF ( )： }+ 1 22+ 1 23+ l 3

， 

为系统(7)设计 Sontag-Type控制： 

f(一 l+ 3)一sgn(2xl+ 3)√(一 l+ 3)2+(2 l+ 3)2， 

由定理 1知道，该控制律具有扇形裕度(1／2，∞)，即 

意味着对任何 r> 1，受扰控制律 =r／／, 仍然镇 

2．4 输入到状态镇定(ISS stabilization) 

输入到状态镇定是一种较强的鲁棒镇定．文献 
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[1]曾经证明，如果系统(1)存在CLF，则在温和的附 

加条件下，Sontag-Type控制(3)为系统(1)的输入到 

状态镇定控制．本节运用 ISS的原始定义证明，CLF 

扩展为 WCLF后也有类似结论 ． 

考察一般非线性系统 

= f(x，lI)，f(0，0)=0， ∈R ，lI∈ R ． 

(8) 

定 义 5El0j 称 系统 (8)为输人 到状态稳 定 

(ISS)，如果存在函数卢∈KL，y∈K使得对所有 

∈R ，lI和 t≥0，有 

I (t)I≤max{卢(I 0 I，t)，y(1l lI(t)l1)}， 

ll lI(t)ll=sup I lI(s)I． 

K类、K 类以及 碰 类函数的定义见文献[10]． 

若 =f(x，k(x)+l，)关于l，为ISS，则称控制 

lI=k( )ISS镇定系统(8)． 

文献[1]有结论：如果系统(1)存在 CLF V，且 

．
1im (I ( )I+I L~V(x) =∞， 
I I—-∞ 

那么 Sontag-Type控制 (3)ISS镇定系统(1)． 

定理 2 系统(1)存在WCLF V，且 

lim (I ( )I+I L~V(x)I )= ∞， 

那么Sontag-Type控制 (3)ISS镇定系统(1)． 

证 沿系统 =f( )+g(x)[k( )+l，]的解 

计算 ，当[L~V(x)]T≠0时 

=  

一 √I I +I I +[L~V]v≤ 
1 

， 

一 寺(I厶 I+I V 12)+I I I l，I= 

一 4<2 I I+I 12)一 I 12+I ll l，I≤ 

1 

’ 

一  (2 I ⋯  12)+I l，I ． 

由于 lim (I LfV(x)I+I ( )I =∞，因此总存 

在 K 函数lD使得 I I≥lD(I l，I) i，<0．这意味 

着[10]存在 K函数y使得对所有l，，t≥0和 0∈n 

= { I[ ( )]T≠0}，有 

I (t)I≤y(1l l，(t)l1)． (9) 

当[L ( )]T=0时，注意到 

= 一 √I I +I I +[ ]l，， 

扰动 l，不再影响系统动态的耗散特性，同时，由 

WCLF的定义可知闭环为 一GAS[ ， = { I 

[ y( )]T=0}，因此对所有 0∈ 和某个甩 函 

数 ，有估计式[ ] 

I (t)I≤ 卢(I 0 I，t)． (10) 

综合式(9)和(10)，根据定义 5，结论得证． 

3 结论(Conclusions) 

WCLF在镇定设计中经常碰到，且构造 WCLF 

比构造 CLF相对容易，因此可以说 ，提炼 WCLF概 

念一定程度地方便了 Sontag—Type控制的设计． 

基于 CLF的 Sontag-Type控制具有 优化镇定 

性【 J和 ISS镇定性⋯，本文的研究表明，当CLF扩展 

为 WCLF时也有类似结论． 
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