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． 摘要 ：递归多层感知器(RM【P)在工程上应用比较多，但对其稳定性的研究还 比较少 ．本文提出一种新的神经 

网络模型——标准神经网络模型(S~nqM)，通过状态空间扩展法，将 RMLP转化为 SNNM，而 SNNM的稳定性分析 

可转化为一组线性矩阵不等式(LM【)的求解，利用Maflab／I_MI Toolbox求解 I_NII，从而判定 RMLP的Lyapunov稳定 

性，并考虑非零阈值对稳定性的影响．该方法也适用于其他类型的递归神经网络( )的稳定性分析． 
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Stability analysis of recurrent multilayer perceptrons：LM I approach 

LIU Mei—qin，YAN Gang—feng 

(Department of System Science＆En~ ecrmg，College ofElectrical Engineering，2~ejiangUniversity，z~ejiangl',angzbou 310027，China) 

Abstract：Recurrent mullilayer perceplrons(RMLPs)were widely applied to the industrial processes，but stability analysis 

of~IVILPs was seldom researched at present．A novel neural network model named as standard neural network model(SNNM) 

Was advanced．By applyingthe state space extension method，RIVILPs were convertedtothe SNNMs．Stability conditions of the 

SNNMs were transformed into some linear matrix inequalities(咖 s)．LMIs were solved bv Matlab／LMI Toolboxto determine 

whether~IVILPs were Lyapunov stable Of not．And the effect of nonzero biased in RMLPs Oil stability Was taken into accotmt． 

The proposed approach Can also he applied to other forms of recurrent neural networks(RNNs)． 

Key words：standard neural network model(SNNM)；recurrent mulfilayer percepmm (RMLP)；state space extension 

method；linear matriX mequa~ty(LMI) 

1 引言(Introduction) 

递归神经网络( )在许多重要的应用中显示 

出巨大的优势【1,2 J，而 RNN是动力学系统，在应用 

中首要考虑的是其稳定性，如果稳定性无法保证，系 

统就无法正常工作，更谈不上其他的性能指标．目 

前，有许多学者在这方面进行了研究【1,3 J，但是其证 

明过程较复杂，结论保守性较大，很难在工程中应 

用，而且所讨论的RNN都不考虑阈值，这使得RNN 

的逼近能力降低，无法充分发挥RNN的优点．本文 

仅考虑 目前在工程上应用 比较多的一种离散 

RNN—一递归多层感知器(RMLP)【 ．4J的 Lyapunov 

稳定性，而其他类型的RNN稳定性分析可以借鉴． 

文献[4]通过状态空间扩展法将 RMLP转化为适合 

稳定性分析的形式 ，利用绝对稳定性理论的一些结 

论(定理1)，将 RMLP稳定性分析转化为一组线性 
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矩阵不等式(LMI)求解问题 ，通过求解 LMI来判定 

RMLP的稳定性，并考虑非零阈值对稳定性的影响． 

但是要满足文献[4]中的定理 l的三个条件是比较 

困难的，要引入一些较强的假设条件，从而使稳定性 

定理的保守性增加．本文在文献[4]的基础上，提出 

标准神经网络模型(SNNM)的概念，并利用 Lya- 

punov方法推导出基于 LMI的SNNM全局渐近稳定 

性定理，通过状态空间扩展法，将 RMLP转化为 

SNNM形式，从而可以利用有关SNNM的一些结论判 

定RMLP的稳定性，避开讨论假设条件是否成立等问 

题，另一方面，考虑非零阈值对 RMLP稳定性的影响， 

以便提高RMLP的性能，降低稳定性定理的保守性． 

2 问题描述(Statement of problems) 

带有全局反馈的离散 RMLP的动态行为可用如 

下方程描述L4J： 
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l(k+1)=tanh( l l(k)+I，凡 (k)+ 1)， 

2( +1)=tanh(IVzx2(k)+Vl l( +1)+ 2)， 

3( +1)=tanh(IV3x3(k)+V2x2( +1)+ 3)， 

( +1)=tanh( ( )+ —l 一l( +1)+ )． 

(1) 

其中，xj(k)(1≤．『≤n)表示在第k时刻第 层的状 

态向量， ， (1≤ ≤n)为权值矩阵， f(1≤ ≤ 

t／,)为阈值向量．式(1)中的双曲正切函数 tanh可以 

被任何单调递增的函数 (·)所代替．本文中，假定 

RMLP的训练事先已完成，因此权值在稳定性分析 

过程中保持不变．可以借助基于扩展卡尔曼滤波 

(E )算法和随时间演化反向传播(BP1T)算法来 

训练 RMLP[2J．在这里，本文仅分析不受外力作用 

(或无扰动)的RMLP在平衡点的Lyapunov稳定性， 

所以各层的外部输入为零．本文所要解决的问题为： 

权值和阈值满足什么条件，系统(1)的所有轨迹才能 

收敛于唯一平衡点? 

3 标准神经网络模型 (Standard neural net． 

work mode1) 

标准神经网络模型(SNNM)是由一个线性动力 

学系统和有界激励函数构成的静态非线性算子连接 

而成，这里仅讨论离散 SNNM情形，连续情形具有 

类似的结构和结论．离散的 SNNM结构如图 1所 

示．方框 由非线性激励函数 (邑(k))构成的块 

对角算子， (邑(k))一般为连续、可微、单调递增、 

斜率有界的有界输出函数．矩阵 JJ、r表示时滞 ，(连 

续情形为积分器I)和算子 的输入和输出之间的 

线性映射．向量 (k)和 ( (k))分别表示非线性 

算子 的输入和输出． 

图 1中矩阵 JJ、r写成如下分块形式： 

Ⅳ - 

其中，A ∈R ，曰∈Rn× ，C∈R ，D ∈R ， 

∈R ， ∈ ，L∈R为非线性激励函数的个数 

(即神经网络隐含层和输出层的神经元个数总和)． 

那么 SNNM可以用下列线性微分包含(LOI)表示： 

r (k+1)=Ax(k)+B ( (．i}))， 

{ (k)=Cx(k)+D ( (k))， (2) 

( (k))= ( (k))， 

如果系统(2)中的非线性激励函数还满足扇区条件 

(毫(k))／毛(k)∈[qf，I／,f]，即 

[ (毛(k))一q惫(k)]·[ (毛(k))一u盎(k)]≤0， 

有如下稳定性定理成立． 、 

一  一  
图 1 离散标准神经网络模型(sN d) 

Fig．1 Discrete standard nepal Ile l馒k II州d(SNNM) 

定理 1 离散系统(2)全局渐近稳定的充分条 

件是 ：存在对称正定矩阵 P和对角半正定矩阵A， 

使得下列 LMI成立 

『 ATPf4一P一2CT IQ C ATPB+CTA一2CT IQUD+CT(q+U)T 1 ，、 

[BTPA+AC
一 2DT p C+T(q+U)C BTPB+2AD一2DT Q D一2T+DT(Q+U) + (Q+U)DJ 

其中 

q=diag(ql，q2，⋯，qL)， 

U =diag(I／,1，U2，⋯，M￡)． 

证 为了简化下面的证明过程，将 (k)简记 

为 ；邑(k)简记 为 ．f； (邑(k))简 记 为 ，i； 

( (k))简记为 ．对于离散系统(2)，采用如下 

Lyapunov函数： 

( )： +2∑ ∑ (邑( 邑( 

P>0， f≥0，因此，V ≠0，v(x )>0，当且仅当Xk 

： 0时，v(x )=0．v(x )作系统(2)的解的差分为： 

AV( )= 

￡ 

-][+l 一 +2∑ ，赢， 

( + )TP( + )一 Px + 

￡ 

2 f 
。 
(Cf +D )= 

i=0 

xI(aTPA—p)x +xI(aTPB+c ) + 

?f( TPf4+AC) + -][( TP +2AD) 

{ ，V ≠0’ (3) L
= 0，Xk = 0． 

又因为 ( ，f—q赢，f)( ， —u赢， )≤0，则 

( 。f—qiCixk—qiDi~k)( ， —uiC~k—uiDi~k)≤0甘 

2 
,
i--2 

。
f(qf+Mf)c 一2 ， (qi+Ui)Di~k+ 

2 -][cTq M c +2 -][DTqfM + 

2 T Tfq uiD +2 DTqfMic ≤0， (4) 

其中，c 为矩阵c的第i行， 为矩阵D的第i行， 
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如果用 k+1代替上式中的 k+n，并设 l ： l， 

x2
， 一

I ： x 2，x 3
， 一2：x3，⋯， l= ，上式就完全 

与式(1)相同．对系统(6)的平衡点的全局渐近稳定 

性进行分析，选择哪个过程无关紧要，因为所有的过 

程都是等价的． 

5 稳定性分析(Stability analysis) 

文献[1，2]中将 RMLP的阈值设为零，不但降低 

了RMLP的映射能力，而且得出的稳定性结论具有 

很大的保守性，所以在 RMLP稳定性分析中考虑非 

零阈值是很自然的，也很有必要[ ． 

将非零阈值的系统(6)写成矩阵表示形式 ： 

fy(k+1)：ay(k)+ ( (k))， 

{ (k)=cy(k)+b， (7) 

乒( (k))=tanh( (k))． 

其中 

j，：col( Il， l2，⋯， ln， 2l， 22，⋯， 2n，⋯， 

Ill，Xl2，⋯，Xln，⋯， nl， n2，⋯， ，l，I)， 

l=1，2，⋯n(mod n)， 

A=diag(Al，A2，⋯，Af，⋯，A )， 

A ：[， O—m。t x ( n - I)一m。t 。 ]， 
mf为 fl的维数， 

B ：diag( l， 2，⋯，Bf，⋯ ， )， 

]， 
C：[Cl，C2，⋯，Cf，⋯，cn]， 

Ct： 

O(t—1) 
f 

O(t
— 1) f×(n一2) 

0 mf mI~(n一2) 

Omf×(n一2) 

O( —l—I)mf×mf O(n—l—I)mf×(n一2) 

O(t—1)m 

0 
f× 

O(n—f
— 1)m。 

b ：col( l， 2，⋯ ， f，⋯ ，b )． 

设 j， 为系统(7)的平衡点，即 j，明满足下式： 

j，eq：Ayeq+Btanh( eq+b)． 

对系统(7)作线性变换 z=j，一j， ，并设 a： + 

b，则 

rz(k+1)：Az(k)+ ( (k))， 

{17(盯(k))：tanh(盯(k)+a)一tanh(a)，(8) 
盯(k)： cZ( )． 

系统(8)与系统(7)具有相近的形式，但是系统(8)的 

平衡点为原点，其非线性函数 分量为： 

(盯 )：tanh(O"i+a )一tanh(af)． 

如果 口 不同， 也不同，但是 仍是单调的．系统 

(8)中，如果其阈值为 O(即 a：0)，则其扇区界为 

[0，1]，当阈值不为 O(即 a≠0)，其扇区界要小的 

多，是前者的子集 ． 

设 (s)：tanh(s+ai)一tanh(ai)，对于系 

统(8)的扇区上界可由下式求得 ： 

ui：max{ (s)／s：s≠0}，U：diag{ }． 

根据式(7)及 A和B的特殊形式(I1 A I1≤1，I1 B I1 

≤1)，状态向量 j，(k)的每个分量的绝对值小于或 

等于 1，因此 

I邑I≤ I c I+I bi I：ri(i：1，⋯， )， 
』=1 

可以看出 I s+a I≤ ，I a I<r ． 

系统(8)的扇区下界 q 的求解可以通过文献 

[4]中的引理 1求得： 

弓l理 1【 J 如果 I s+a I≤ ri，贝4 

(s)／s≥q ： 

(tanh(ri)一tanh(1 a I))／( 一I a I)， 

如果 I a I= ，则 q ：d(tanh(s))／ds(s：rf)． 

对于RMLP(1)进行稳定性分析的步骤如下： 

1)利用状态空间扩展法 ，将 RMLP(1)转化为系 

统(7)的形式． 

2)找出系统(7)的平衡点．如果 RMLP(1)在训 

练过程中就可确定不动点，该不动点就作为系统(7) 

的平衡点；否则，可以计算系统的一些状态轨迹，直到 

系统趋于平衡点，该过程可以利用Matlab进行运算． 

3)通过状态变量的平移，将系统(7)的平衡点 

移到原点，这样系统(7)就转化为系统(8)，非线性函 

数也相应发生变化． 

4)计算每个转换函数 (s)：tanh(s+a)一 

tanh(a)的扇区界．利用 Matlab函数 fnfmbnd可求 

得 一 (s)／s的极小值， (s)／s的上界为负的极小 

值；根据引理 1计算出 (s)／s的下界，从而求得 Q 

和 ． 

5)利用 Matlab的 LMI控制工具箱[6]求解式 

(5)，判断系统是否稳定，值得注意的是：如果式(5) 

没有可行解，并不说明系统不稳定，可以通过其他复 

杂的方法判定系统的稳定性． 

6 例子(Example) 

下面分析一个具体的RMLP的稳定性，对于两 

层的 RMLP，每层具有两个节点，其结构如图2所 

示 ，动态行为如下方程所示： 
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=tanh(WlXl(k)+V2x2(k)+b1)， 

=tanh( r2 2(k)+VlXl(k+1)+b2)， 

(9) 

图 2 两层的 RML 结构 

Fig．2 Structure oftwo-layer RMLP 

其中权值矩阵和阈值向量如下： 

f一0．2494 —0．3483＼ I
-0．1381 - 0．1054J， 

／0．0981 —0．1520＼ I
一 0．2939 — 0．2922J， 

／0．9200 0．0920＼ I
-0．2300 0． J， 

f0．7500 0．2500＼ 1 0
． 6000 —0．0500J， 

bl=COl(0．3o00，一0．5000)， 

厂 153．9902 —76．0801 0 

l一76．0801 547．8634 0 
I l 0 0 213

． 3289 
l l 0 0 

— 89．3822 
P = l 

1 0 0 —287．3975 
l 1 0 0 67

． 5761 

b2=col(一1．0000，1．0000)． 

根据步骤 1，将系统(9)转化为： 

+ 

+ 

+ 

+ 

=tanh(Wlxl2(k)+V2x2l(k)+b1)， 

=Xll(k)， 

=tanh( r2 22(k)+VlXIl(k)+b2)， 

=X2l(k)． 

A =[ 0 0曼0 蓦0]，B=[ 00 0 1 0 毒0 ]， A：I，2×z 0 0 0 l，B：l 0 0 l， l I l ，'、 l ， ， 0 
c =(0． ⋯。，(bl,b2V 0 0 ． ＼． 

0 0 0 — 33．8377 —41．6013"1 

0 0 0 —117．0840 15．4305 I l 

一

89．3822 —287．3975 67．5761 0 0 I l 

476．1148 —65．8291 —106．6357 0 0 l l 

一

65．8291 615．3706 —0．3046 0 0 I I． 

一 】06 6357 —0 3046 259 f订17 0 0 I 
I一33．8377 —117．0840 0 0 0 0 172．7951 60．9458 l 
L

一 41．6013 15．4305 0 0 0 0 60．9458 230．9313 J 

A =diag{0．0182，0．0834，0．0239，0．1588}；T=diag{121．7026，308．3922，352．4518，195．5336}． 

P为正定矩阵，A和 都是对角正定矩阵，由推论 1 

可知系统(9)为全局渐近稳定的，其状态曲线如图3 

所示．由图3可知，系统(9)在平衡点Y 是稳定的， 

与推论 1判别一致． 

7 结论(Conclusion) 

本文提供了一种基于 LMI技术的新的 RMLP 

稳定性分析方法．标准神经网络模型(SNNM)的提 

出为RMLP的稳定性分析提供一种新的途径，而且 

该方法还突破以往 RMLP稳定性分析的局限，将非 

零阈值引入稳定性分析，不仅可以提高RMLP的逼 

近能力，而且也可增强 RMLP的稳定性 ．如果能将其 

、 、 

1  1  

+ + 

，  ， 

l  2  

r●●I，、lL  
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他类型的网络 (如时延神经网络)表示为 SNNM 的 

形式，也可用该方法分析它们的稳定性．值得说明的 

是：定理 1和推论 1是稳定的充分条件，而非充要条 

件，所以得不到 LMI的可行解，并不说明系统不稳 

定；如果将扇区缩小(即增大阈值，缩小权值)，可以 

获得可行解，但是这种作法会大大降低 RMLP的性 

能．所以如何在提高性能的同时，增强 RMLP的稳定 

性是将来研究的一个方向．另一方面，该方法对非线 

性函数的要求仅限于满足扇区条件，对于特定的非 

线性函数(如tanh)，如果能利用其他的特性(如斜率 

有界等)，就可以进一步降低稳定性定理的保守性， 

这也是未来研究的方向之一． 
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