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摘要：提出了区间矩阵二次稳定的充分必要条件，以及相应的稳定裕度的计算方法．结论以线性矩阵不等式 

(LMI)的形式给出．利用功能强大的LMI工具，求解非常方便．所给实例表明，该方法用于确定区间矩阵的鲁棒稳 

定性及其稳定裕度，非常有效． 
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Necessary and sufficient condition for quadratic stability 
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of interval matrices 
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Abstract：A necessa~ and sufficient condition was presented for the quadratic stability of interval matrio~ and a IeIaled 

calculation method of stability margin．The results Wel'e obtainedinterms ofLIvlls．Withthe p(m响 lI2dI toolbox，it was very 

convenient to solve this problem．Examples showed that this method is effective in determining the rohlst stability and related 

stability margiIl ofinterval matrio~． 
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1 引言(Introduction) 

近年来关于区间系统的鲁棒稳定性研究已引起 

了国内外控制界的广泛关注，其研究对象主要包括 

区间多项式与区间矩阵系统．区间矩阵的鲁棒稳定 

性分析要 比区间多项式困难，主要表现在顶点与棱 

边稳定性原理已不再适用⋯1．尽管如此，区间矩阵的 

鲁棒稳定性研究也已取得了许多成果[卜H]．当然， 

其中大部分都是保证区间矩阵鲁棒稳定的充分条 

件．文[1]对其之前的区间矩阵的鲁棒稳定性研究成 

果作了比较全面的综述，若要了解详细情况，可查阅 

其中引用的文献．文E6]提出了区间矩阵鲁棒稳定的 

充分必要条件，即当且仅当所有的二维棱面稳定．由 

于二维棱面的数量相当庞大，如对于4×4维区间矩 

阵，其个数为 1966080，因此没有实用意义．文[7，8] 

通过对区间矩阵的有限划分，提出了充分必要条件， 

但就其算法的本质而言，在每一子区间上应用的仍 

然是充分条件，其计算量实际上依赖于所基于的充分 

条件的保守程度上．因此，寻求简单而有效的区间矩 

阵鲁棒稳定性判据仍然具有深远的理论和实际意义． 

由于二次稳定性原理在处理不确定系统鲁棒稳 

定性问题时的方便性和有效性，已有学者把其应用 

于区间系统研究中．由此而获得的一个原始结论是， 

区间矩阵二次稳定当且仅当其所有的顶点矩阵二次 

稳定．但考虑到顶点矩阵在数量上十分庞大，该结果 

没有实用意义．文[10—12]基于二次稳定性原理分 

别给出了区间矩阵鲁棒稳定的充分条件．其中，文 

[12]给出的充分条件，需对其所有的顶点矩阵进行 

判别，因此也是没有实用意义的．本文在上述文献的 

基础上，提出了区间矩阵二次稳定的充分必要条件， 

结论以线性矩阵不等式的形式给出．利用成熟的 

LMI工具，求解非常方便． 

2 问题描述(Problem formulation) 

考虑如下的区间系统 

(t)= (t)． (1) 

其中， (t)∈ ，A∈ 分别为系统(1)的状态 

和系统矩阵，记 A =[o孑] ，A脚=[n ] ，则 

[A ，A脚]={[n ]：n孑≤n ≤n ，l≤i，_，≤，I}， 

(2) 
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其中A ，A肘是已知的实矩阵．若令 

A。= 1[A + 
， 

△A=l EÂf
— A ]， 

则区间矩阵 A可表示为 

i， =1，2，⋯，n，满足 

‘3 『-A P+ 。+2 + 口2 勺e 
(4) 【_ i I 1 ． ： 

A ：A0+ e e ，1 I≤△口 ． (5) 
i． ：I 

其中e ∈R 表示第 k元素为1，其余元素为0的列 

矢量．本文研究区间系统(1)的二次稳定性问题，这 

里不妨假定 A0稳定，否则研究系统(1)的稳定性已 

没有意义． 

定义 1 如果存在对称正定矩阵 P，使得对于 

所有 A∈[A ，A肘]，满足t,yal~ov不等式 

ATP + PA < 0
， (6) 

则称区间系统(1)是二次稳定的． 

对于区间系统(1)，在研究其稳定性问题时，还 

经常需要考虑其稳定裕度问题．为此，本文引入 

稳定的概念． 

定义 2 给定 ≥0，如果存在对称正定矩阵 

P，使得对于所有 A∈[A ，A肘]，满足 Lyapunov不 

等式 

ATP + +2aP < 0
， (7) 

则称区间系统(1)是二次 稳定的，相应的稳定裕 

度为 M = ． 

显然 ，二次稳定只是二次 稳定在 =0时的 

特例．因此，在以下的分析中，所有结论均以二次 

稳定的形式描述． 

引理 1[16] 设 x，y，F为具有合适维数的实矩 

阵，其中 F≤，，则对任意参数 >0，满足 

y+yT Xr≤ T+÷yTy． (8) 
^  

引理 2[16] 设 x，l，，F为具有合适维数的实矩 

阵，则对任意 ∈R ，满足 ． 

max{( ) ： F≤，}= T TyTYx． 

(9) 

引理 3t16】 对任意 ，y，z∈ R ，其 中 

X≥0，Y<0，Z≥0，如果对任意非零 ∈R ，满足 

( T ) 一4( T TZx)>0， (10) 

则存在参数 >0，满足 

+ y+Z <0． (11) 

3 主要结果(Main results) 

定理 1 给定 ≥0，区间系统(1)是二次 稳 

定的，当且仅当存在对称正定矩阵 P，参数 >0， 

其中 

U=[Pel⋯ Pel⋯ Pe ⋯ Pe ]， (13) 

V=diag{ ll⋯ l ⋯ l⋯ }． (14) 

相应的稳定裕度为M = ． 

证 充分性．利用引理 1，对任意参数 >0， 

i，_『=1，2，⋯，n，有 

ATP + +2aP ： 

A~P+PA0+2 +∑[(e e )TP+p(ei e )]≤ 
． ： I 

- n ‘ 
． 

A P+PA。+2 [ 口 e + TP]<0， 

则由定义2可知，区间系统(1)是二次 稳定的． 

必要性．设区间系统(1)是二次 稳定的，则由 

定义2可知，存在对称正定矩阵 P，满足 I．yal~ov 

不等式 

S0o= ATP + +2aP = 

A~P+PA0+2 +∑[(e e )TP+P(ei e )]<0． 

定义 ll=s0o一(e leT)TP—P(efflleT)，则对任 

意非零 ∈ ，有 

TTll <一2 max{ TPelfllelx：I l I≤△口ll}≤0， 

因此 

( T ll )2>4(Il1ax{X'rPeL̂le ：I l I≤△口ll})2= 

4Il班 {( Pe le ) ：1fll I≤△口ll}． 

利用引理 2，有 

( ll ) >4ZXa~l PeleT Telelx． 

利用引理 3，存在参数 ll>0，满足 

．；L}l△口{lele +．；LllTll+Pele P<0， 

即 Sll=Tll+ ll△口}leleT+ PelelP<0． 

定义 l2=sll一(e 2e )TP—P(e 2e1)，则 

对任意非零 ∈R ，有 

xxTl2 <一2n1ax{ TPeL， e ：l l≤Aal2}≤0， 

因此 

( T l2 ) >4(Il1ax{ TPeL elx：I／’l2 I≤△口l2}) = 

4 Il1ax{( T尸leL̂2e )2：I I≤△口l2}． 

c=； 

，L  < 

1●●●● ●● j  

一 

● 。 、 ． 。 ． 。 ． '  ． 

， t 。 ● ● {  ． 量一f + E t }  
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利用引理 2，有 

( T l2 ) >4Aa22xTPeleTpxxTe2elx． 

利用引理3，存在参数 l2>0，满足 
A]2Aa]2e2e2T+ l2 l2+ PeleTp < 0

， 

即 

|sl2 Tl2+ A12Aa22e2e2T+ PeleTp < 0
． 

、12 

以此类推，最终可得 

|snn= 

ATP+PAo+2aP+∑[ e + feTP]<0． 
I，J 1 一 

由Schur补可知，上式与式(12)等价．必要性得证． 

通过对式(5)的观察，不 难发现，上述结果可推 

广到参数不确定系统，即 

贾(t)=(Ao+∑￡4 ) (t)． (15) 

其中不确定参数 I￡ I≤ ￡，Ao，A￡均为已知的实矩 

阵．这里不妨假定 A。稳定，否则研究系统(15)的稳 

定性已没有意义． 

定义3 给定 ≥0，如果存在对称正定矩阵 

P，使得对于所有 l￡ l≤； ，i=1，2，⋯，r，满足 

Lyapunov不等式 

(Ao+∑￡4 )TP+P(Ao+∑￡4i)+2aP<’0， 
：I ：I 

(16) 

则称参数不确定系统(15)是二次 稳定的，相应的 

稳定裕度为 M = ． 

定理 2 给定 ≥0，参数不确定系统(15)是二 

次 稳定的，如果存在对称正定矩阵 P，参数 

>0， =1，2，⋯，r，满足 

A~P+PAo+2 +∑ f 
i=I 

ATp 

： 

AT尸 

PAl ⋯ 

一 l J『 0 0 

0 ‘． 0 

0 0 —．ArI 

式给出．算法可利用成熟的I．MI工具，求解非常方 

便．下面从有关文献引用了一些典型实例，来说明本 

文所给方法的有效性 ． 

例 l 考虑Wang等人所给实例[ ，其中 

A 

A朋 ： 

文[8]通过对区间矩阵的有限分解，判定其鲁棒 

稳定，迭代次数为19．利用定理 1，不需迭代，直接就 

可判定该区间矩阵系统二次稳定 ( =0)．进一步， 

可确定系统二次 稳定， =1．07，则稳定裕度 Jjlf 

= 1．07．线性矩阵不等式(12)的一个可行解为 

P = 

=  

256．4324 —4．8843 84．068o 一128．2525 

— 4．8843 341．6o35 43．9920 

84．0680 43．9920 218．5275 

— 128．2525 —50．2458 —35．O688 

498．1829 652．7368 871．4876 

498．3983 659．3524 640．9845 

346．9657 458．9113 445．4798 

— 50．2458 

— 35．O688 

379．7750 

196．44457l 
l 502

．9647 I 

349．7467 I 
- 628．6058 910．3557 884．9701 46 5．897 8 

例 2 考虑Garofalo等人所给实例 ] 

露(t)=【
一 (。．3 +。．7) 一 p】 (t)， 露(t)=【
一

(0．3p2+0．7) 一p J (‘)， 

当P∈[0．6，2．0]时，判定其鲁棒稳定性．‘ 

为简化起见，可把上述参数不确定系统看作区 

间矩阵系统，即认为矩阵元素的变化是相互独立的， 

则有 

《 0。 【一 一 【一 一 《。 【一1
． 9 —2．0J，A朋 【一0． 808 —0．6J‘ 

(17) 

相应的稳定裕度为 M = ． 

注 l 定理2是一个充分条件．参数不确定系统(15) 

中，若 A具有秩．1型分解，则可得到与定理 1结论类似的充 

分必要条件，具体描述可参照定理 1，这里不再赘述． 

4 算法与实~tl(Algorithm and examples) 

本文基于二次稳定性原理提出了区间矩阵系统 

的鲁棒稳定性条件，其结果以线性矩阵不等式的形 

利用定理 1，直接就可判定该区间矩阵系统二 

次稳定 ( =0)，从而判定原参数不确定系统鲁棒 

稳定，不需要如文[12]那样进行众多的顶点矩阵的 

判别；进一步，可确定系统二次 稳定， =0．04，则 

稳定裕度M 篁0．04，线性矩阵不等式(12)的一个可 

行解为 
r 7．101】 1．52821 ’ r 124 9

． 7 1249．71 

P 【1
． 5282 5． J， 【9

．

8860 7．7255 J． 

例 3 考虑 Zlaou等人所给实例【 

A(￡)= 

¨●●● 2 0 

一 1  一 一 1  — 

4  5  ●

3  4  
4 一 ．一．1 6 一 一2 

4
． 

2  0  5  3 。  

3  4  5  1  2  3  4  1  

一 一 一 一 一 一 一 
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[-2
．

0

．

-

一  1]+￡。[÷曼÷]+￡：[曼 曼]， 
当 I￡l I≤1．74，I￡2 I≤2．99时，判定其鲁棒稳定性． 

上述参数不确定系统可描述为秩一1型分解，即 

卜2 0—1]『-1] FOl I-
一

o

。二； 4j+I- j￡l[1。1]+I- j￡：[。1。]· 
根据定理 i的类似结论，直接就可判定该参数 

不确定系统二次稳定 (o-=o)，结果要优于文[15]． 

上述参数界已近似为实际的允许摄动界．线性矩阵 

不等式(12)的一个可行解为 

厂 i．1780 o．1701 —1．1881] 

P=l 0．1701 13167 —1．6034 l， 

L一 1．1881 — 1．6034  4．2805 J 

5 结论(Conclusions) 

身所固有的保守性，该条件只是区间矩阵鲁棒稳定 

的充分条件，但仍不失是一个非常有效的判据，该结 

果还可推广到参数不确定系统的鲁棒稳定性分析． 

本文的所有结论均以线性矩阵不等式的形式给出， 

目前 LMI的解法已非常成熟，例如可直接利用 Mat— 
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