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基于吸引域的总体极小化问题的神经网络求解 

张全举 ，曲小钢 ，陈开周 
(1．西安建筑科技大学 理学院，陕西 两安 710055；2．西安电子科技大学 理学院，陕西 西安 710071) 

摘要：神经网络求解优化问题具有非常强大的实时计算功用，因此近年来受到了密切的关注．这里考察了求解 

无约束总体极小化问题的神经网络方法，提出了一种新的网络求解模型．从基于吸引域分析方法为出发点证明了 

所给网络平稳点集合的全局吸引性．分析了网络的电路实现，并估计了各个平稳点的吸引域．这些理论分析与估计 

是构造所提神经网络模型的依据，同时也是网络可靠运行的基础．此外，数值模拟试验也充分揭示了这个网络模型 

在实际运行中都能够很好地求解总体极小化问题，是一个十分有效的神经网络系统．这里的结果表明：这里提出的 

网络模型无论从理论上还是实际运行中都能够可靠且稳定地求解总体极值问题，基于吸引域构造神经网络的方法 

是一种很有潜力的神经网络求解优化问题的研究方向． 
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Neural networks based on the attractive region for 

solving global minimization 

ZHANG Quan-ju ，QU Xiao·gang ，CHEN Kai·zhou 
(1．School of Science，Xi’an University ofArc~tecture&Technology，Shanxi Xi’an 710055，China； 

2．School of Science，Xidian University，Shanxi Xi’an 710071，China) 

AbsITact：Neural networks for solving opfimisafion problems own very robust real time computation ability and much atten· 

tion had paidforitin recent years．Neural networkmethodforsolving global unconstrainedminimizedproblems wasinvestigated 

and a new neural netw ork model Was then proposed．Starting from method  on analysis of attractive region，the global attraction 

of equilibrium point set Was demonstrated for the proposed mode1．The circuit realization of the given model Was analysed and 

the attraction region for individual equilibrium was estimated also．All these theoretical analyses and estimation results were the 

foun dations for constructing the proposed neural network mod e1．At the same time，they also provide the basic supports for the 

network’S reliable nmning．In addition．numerical experimental msdm revealed enough evidence to show that the proposed neu‘ 

ral network model could work well in practice on finding solutions for the global mi nimized problems ，which means the model 

Was a very efficient neural network system．Th e results showed that the proposed neural network model could conduct reliably 

and stably，whether in theory or in practice，to solve the global minimized problems  an d hence me thods based on the attractive 

region of neural netw ork construction is a promi sing research direction for solving opfimisation problems ． 

Key words：global optimization；neural network；global attractability；attractive region 

用神经网络求解优化问题是近几年来较活跃的 

研究领域，其实时计算的强大功能 日益受到科学界 

的关注．当目标函数是凸函数或能够化为凸函数时， 

网络能 Lyapunov全局渐近稳定地收敛于最优解，如 

对线性规划【卜 、凸规划【 。j问题 ．本文将考虑无约 

束总体极小化问题的神经网络求解． 

1 网络及其吸引性(Neural networks and its 

attractability) 
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对曼 上的总体极小化问题：min f( )， ∈R ， 

若 f( )：曼 一 R具有足够的光滑性，则该问题有解 

的一个充分条件是： 

引理 1 若连续函数f( )的某水平集 S(f，a) 

： { l厂( )≤a}非空有界，则f( )的总体极小值 

点集非空有界． 

证 由 s(f，a)非空有界及 厂的连续性知其在 

s(f，a)上必有最小值点 ，该点也是 -厂在R 上的 
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总体极小值点．再由 S(f，a)的有界性可知 f的总体 

极小值点集有界． 

『 ， 

考虑以／( )的负梯度一V／( )=～{ ， 
f f 1 

，

⋯

， }为向量场的微分方程 
‘j 2 J n】 

：一 v厂( ) (1) 
Q f 

所刻划的神经网络，其吸引性定义为 

定义 1 记网络(1)的平稳点集为 II= ． 

】v厂( )：0}．若对网络(1)的任何从 出发的解 

曲线 (t)( (0)= ∈ _I )，均有某— P∈ M使 

li—n (f)：P，即集合 M吸引任何轨线，!J!lJ称网络 

(1)是全局吸引的． 

假定 厂( )的所有水平集 ／’ )有界且其平稳 

点集 由有限个点P，，P!，⋯，P 构成，贝0有 

定理 1 网络(1)在上述条件下是全局吸引的． 

证 任取 ∈ 2 ，由f ． ： ： 

一 ll vf( (t))ll ≤0知_厂( (f))≤f( (0))= 

f( )，故 x(t)∈ S(f，_厂( ))，即从紧集 (_／’，／( )) 

内出发的解恒在其内．由微分方程解的延拓定理知 

x(t)的存在区间为(一。。，+。o)，再由 x(t)的有界 

性知其∞极限集力( )是一连通不变紧集．任取 ∈ 

n( )，由n( )的不变性知对所有 t≥0有 ) (t)∈ 

n( )，故／( )=in ／( (t))= (由f沿x(t)递 

减及其连续性知 存在)，从而，过 )的轨线满足 

_厂1(I)=0及 v／(y)=0，因此，) 是式(1)的平稳点． 

由 中点的孤立性以及n( )的连通性可知， 

( )仅由一点组成，即对所有 一 ∞， (t， )的极 

限点唯一，故lira (t)存在且等于某 P ∈M，1≤ 

≤m． 证毕． 

注 1 此吸引性结论对于与式(1)对偶的网络 

： v／’( ) (2) 

的负向吸引性 lim (t)∈M同样成立，这是因为式(1)的 

极限点正好是式(2)的 a极限点，反之亦然， 

由此及定理 1可得如下的推论． 

推论 1对网络 2的负向吸引性有 (t)一 P∈ 

或 (t)一 ∞成立． 

2 初值控制(Control of initial values) 
上节的吸引性结论保证了网络的可靠运行，即任 

一 初值输入都有一个确定的乎稳点输出．下面分析各 

平稳点 P∈M的吸引域 B(p)={ ∈．=“1 i m (f) 
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=P ，以便确定初值的输入范围，以搜索平稳点． 

I)若 P是极大值点，则B(P)={P{．因为P是 

极大值点，故存在某邻域 U(P)，对任意 ∈U(P)一 

；P 有 厂( )<厂(P)．若某轨线 厂(t)在 t >0时进 

入 U(P)，则有 f( (t))≤f( (t ))<f(P)，故不 

可能有lira X(t)=P． 

为进一步分析，需引入正不变集的概念．若对集 

P中每个点 及所有 t≥ 0，网络(1)或(2)的流 

( )有定义且在 P中，则称集 P关于系统(1)或 

(2)是正向不变的． 

Ⅱ)若 P是极小值点，记 D (P)= { l ll — 

P ll≤c<r}，其中r是距P最近的平稳点到p的距 

离．假定D，(P)是正向不变的，则有 D (P)[B(p)． 

考虑 D，(P)上的定正函数 V( )=f( )一 

／(p)，易知对 ∈D ．(p)一{P}有 I，( )1(1)=f( ) 

1(1)=一ll v／( (t))ll <0，即 ( )是D ，(p)上 

的严格 Lyapunov函数，故由经典的Lyapunov稳定性 

理论知 P在D (P)内是 Lyapunov渐近稳定的．又因 

D (P)是正向不变的，从而对任一 ∈ D (P)都有 

lira (t)=P成立． 

注 2 若对c>0， ( )=c是有界闭曲面，在其内部 

( )<c，则{ I ( )≤ c}c B(p)，它一般会较 De(p)大 

一 些 ， 

Ⅲ)P是鞍点的情况比较复杂．首先P点不可能 

是吸引的：在 P的无论多么小的邻域 内，总有 ∈ 

u，使_厂( )< (p)，从而过 P点的轨线当t≥0时有 

_厂( (t))≤ ( )<f(p)，对 此 ，不 可能 有 

lira (t)=P． 

不排除对某些特别的点此式成立，这种对部分 

初值的吸引性称为条件吸引性．为方便起见，设 

P：0．考虑网络(1)在鞍点处的线性化网络 

= 一 ／4(o) + ( )· (3) 

其中：n(0)是 _厂在 0点的 Hessian矩阵， ( )= 

一 v f( )+／4(o) ． 

由 

( )=一 f( )+n(0)= 

rI rl 

— I H(tx)xdt+}H(o)xdt 
J 0 √0 

可得 

ll ( )ll = 

ll I(n(o)一H(tx))xclt}}≤ 
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I II H(tx)一H(O)II II II dt≤ 
0 

ll I1， ∈ ； 1 ll ll≤ K ． 

该估计式和下述引理 2说明网络(3)的吸引性决定 

于常系数线性网络警：一 (0) ，而此线性网络的 
吸引性又决定于 H(0)的特征值． 

弓l理 2l 若对 V∈>0， >0，当 ll≤ 

时， g(f， )II≤ ∈ ，则 = A(f) + 

1 

g(f， )的指数吸引性由 fix=A(￡) 确定． 

令 4(t)=一H(O)，g( ，t)= ( )，可知网络 

(3)是这里的特例． 

现设 H(O)有 个正特征值、， 一 个负特征值， 

则由上述讨论及常系数线性方程组解的结构知，在 

P=0的某邻域中存在 维流形 ；和n一 维流形 

s 
一  ，使得若 (0)∈s：，则lira (t)一 0；若 X(0) 

⋯  

∈ S 一 ，则 lim (t)一 0，即 s：c B(0)． 

总结以上 I)～Ⅲ)可得 

定理 2 平稳点 P的吸引域B(P)有如下估计： 

1)若 P是极大值点，则 B(P)={P}； 

2)若 P是极小值点且 D，(P)是正不变集，则 

D (P)c B(P)； 

3)若P是鞍点，则存在P点的 维流形 ；(P)， 

使得 S：(P)c B(P)(当 t一+∞)及 n一七维流形 

S 
一  (P)，使得 S 一 (P)c B(P)(当 t一一∞)． 

结合定理2与注 1不难推出如下关于网络(2) 

的相应结论． 

推论 2 网络(2)的平稳点 P的吸引域B(P)有 

如下估计： 

1)若 P是极大值点且D (P)是负不变集，则 

D (P)c B(P)； 

2)若 P是极小值点，则 B(P)={P}； 

3)若 p是鞍点，则存在 P点的 n一 维流形 

S 一 (P)，使得S 一 (p)c B(P)(当t一+∞)及 维 

流形 S (P)，使得 S (P)c B(P)(当 t一一∞)． 

注 3 由定理2可知，当 ∈ 不是厂的平稳点时，以 

为初值运行网络(1)将输出一个极小值点P或鞍点P．为了 

确定 P附近的平稳点，根据定理 2的式(3)，可在 P附近取所 

有形如 =(Pl，⋯，P ，P +l+占，⋯，P + +占，⋯，P， )的点( 

有2 一2个)为初始输入，交替运行网络(1)和(2)，可将 ，，点 

附近的所有平稳点输出．当然，可能有部分鞍点漏网，但这并 

不影响问题的解决．对新得的平稳点输入上述初始点，再次 

交替运行网络(1)和(2)即可得到新的平稳点．由于已假定 

问题的平稳点的个数是有限的，依此法将求出所有平稳点 

P ．比较诸 (P )的值即可求得最小值点 P ． 

这种网络模式的块状构造见图 1，其中，各单元 

由线积分器和反馈梯度网络组成． 

图 1 络流程 

Fig．1 Diagram ofmain networks 

3 数值模拟(Numerical simulations) 

3．1 计算步骤(Steps) 

步骤 1 任选初值，运行网络(1)，输出一平稳点． 

步骤 2 在该平稳点附近另取初值运行网络 

(1)．若输出仍为该点，则可断定其为极小值点，记录 

函数值后转步骤 3；若输出不为该点，则可断定其为 

鞍点，此时，重复步骤 2对所得输出点进行判定，记 

录极小值后转步骤3． 

步骤 3 以上述两步所获得的平稳点附近的点 

为初值运行网络(2)，记录输出点后转步骤 2． 

步骤 4 当不再有新的平稳点输出时，即可比 

较诸极小值，输出总体极小值． 

注意，运行网络(2)时，可事先选定一充分大的 

数，若函数值大于该数，则另取初值． 

3．2 数值算例(Examples) 

首先考虑 Goldstein—Price函数 

f( ，Y)= 

[1+( +，一+1) (19—14x+3x 一14)，+ 

(6x)·+3，， )][30+(2 一3，一) (18—32x+ 

12x。+48y一36xy+27y )]． 

它有 4个极小值点 (图 2)：B(1．2，0．8)，D(1．8， 

0．2)，E(一0．6，一0．4)，F(O，一1)；1个极大值点 

c(o．8，0．2)；此外，该函数还有 4个鞍点．计算时， 

以A(0．5，0．9)为初值，搜索轨线见图2，图中箭头 

表示搜索方向． 

作为第2个例子，考虑 6峰鸵背函数 

g( ，y)=4y 2．1 Y4+ 6+xy一4x2+4x4． 

它有 6个极小值点(图 3)：E(一1．61，一0．57)， 

F(1．70，一0．80)，G(1．61，0．57)，H(一1．70，0．79)， 

K(一0．09，0．71)，L(0．09，一0．71)，2个极大值点 
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，(一1．23，一0．17)，J(1．23，0．17)．计算时，以(±4． 

±4)4个点为初值，搜索轨线见图3．限于版面，图中 

仅画出了搜索轨线进入图示范围内的那一部分． 
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图 2 Goldstein—Price函数的计算机模拟图示 5] 
Fig．2 Diagram of Goldstein—Price function 
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图 3 6峰鸵背函数的计算机模拟图，下 

Fig．3 Di agram of6-humped function 

4 结论(Conclusions) 

提出了一个求解优化问题的新的神经网络方 

法，分析了网络平稳点集合的总体吸引性，得到了一 

个基本定理；估计了各平稳点的吸引域，并利用吸引 

域构造了相应的神经网络模型．计算机数值模拟证实 

了本文提出的网络能够稳定且有效地解决优化问题． 
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