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摘要：考虑具有未知参数的随机系统的最优控制问题．采用包含新息方差指数项的损失函数优化系统的性能． 

新的损失函数由两部分组成：第一部分反映了埘输出的调节作用；第二部分反映了辩识系统中未知参数应尽可能 

多地收集系统信息的需求．提出了一种两级优化算法．该算法首先把不可分问题转化为可分的两目标优化问题，再 

从两目标优化的非劣解集中挑出原问题的最优解 该控制律易于实施且具有对偶特点．仿真结果表明本文所得的 

控制律的有效性． 
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Abstract：The con~ol of a stochastic system with unknown parameter Was considered．A novel cost function．which in— 

cludes the expo nent term of the varialice of innovations．Was used to optimize the performance of the system
，
Th e cost function 

consisted of two parts—— one reflects the goal of regulating the output．and the other reflects the need to gather as much infor— 

mation as possible about the parameters of this system，A tw o-level optimization algorithm Was propo sed．Th e non—separable 

problem Was first conve~ed into separable two-objective optimization problem，then the optimal control of the original problem 

is selected from the set of non-inferior solutions of two-objective optimization problem．Such optireal control had an explicit SO— 

lution that allowed for an easy implementation and dual properties，Finally，simulation resul~were given to show that the con— 

trol law obtained in this paper is effectiveness． 

Key words：stochastic system：mi ninmm vailalice control：dual control 

l 引言(Introduction) 

40年前，对于参数未知的随机系统，前苏联学者 

Feldbaum提出了对偶控制_l J(dual contro1)．其本质就 

是控制器，一方面要控制系统使其输出趋向期望的目 

标；另一方面，还要对系统进行学习以减少系统中参 

数的不确定性，两者之间存在耦合，不能分开进行，这 

种耦合导致了最优控制的解析解无法获得．2000年 

—

IEE
— E Control Magazine把对偶控制列为上世纪对控制 

理论有重大影响的25个问题之一，至今没有解决． 

2002年，李端教授等人对于参数的不确定性仅 

存在于测量方程，提出了方差最小化方法，获得了具 

有主动学习特点的对偶控制律 J，同年，他们还用方 

差最小化和度量系统参数不确定性熵的方法给出了 

参数不确定性存在于状态方程与测量方程的对偶控 

制律[ ，然而，这些方法仅适用于被控系统的模型为 

状态空间描述，对于方差最小化问题无能为力． 

收稿Et期：2(102—07一Ol；收修改稿Et期：2003—06—30 

对于系统参数未知的方差最小化问题，1974 

年，Alster等人将控制 目标由极小化 Ⅳ步输出方差 

简化为极小化一步输出方差，获得了一个具有对偶 

特点的控制律 4 J，通过在一步优化问题的基础上增 

加了一个关于参数估计误差方差矩阵的逆的迹约束 

以赋予控制器的学习性质，其突出优点在于能够避 

开用摄动控制器对系统进行控制时出现的断开现 

象，但控制指标不及摄动控制．Kah1]an滤波器的新 

息序列包含了参数真值与估计之间的误差信息． 

1982年，Milito等人【 j根据这一事实在控制指标的 

基础上，通过学习因子引入新息序列的方差，从而实 

现了控制作用和估计作用的良好折衷，这就是著名 

的 IDC控制策略(IDC：innovations dual contro1)．该对 

偶控制对应的性能指标优于已有的具有对偶特点的 

次优控制，但是，最优的学习因子没有解决且学习因 

子由设计者事先给出、在各控制阶段保持常数，仿真 
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表明：系统性能指标的优劣与学习因子的选取密切 

相关．本文提出了基于两级算法的对偶控制方法 

(DCTL．-dual control based on two—level algorithm)：将 

原来不可解的动态规划问题转化为优化一个新的目 

标函数，它包含了分别表达输出调节要求和参数学 

习要求的两部分，体现了对偶性质．为求解这个优化 

问题，本文采用了两级最优算法．该算法收敛快，从 

而使得求取控制信号的计算量小，同时，获得了各阶 

段的最优学习因子．仿真结果表明，这种方法具有较 

好的对偶性质且性能指标优于 Milito等人提出的 

IDC控制 一． 

2 问题的提出(Problem statement) 

考虑下面具有未知参数的随机系统： 

J( +1)= 

bI“( )+b2u(k一1)+⋯ +b rltt( 一，z+1)+ 

al J ( )+a2) (k一1)+⋯ +“ⅢJ( 一，rJ+1)+ 

e(k)，k：0，1，⋯ ，N 一1． (1) 

其中，bl，b2，⋯，b ，8I，。2，⋯，“ 是系统的参数，它 

们是未知的，本文假定为常数．；“( )÷是控制序列， 

(k)}是输出序列，{e(k)；是均值为0，方差为 ： 

的高斯白噪声．随机系统(1)中包含两种不确定性： 
一 种是外部噪声 e(k)，这种不确定性不能减少，也 

无法控制；另外一种是系统中的未知参数，这种不确 

定性能够通过学习不断减少直至完全消除． 

定义如下向量 ： 

(k)=[bI，b2，⋯，b， ，aI，8：，⋯，a ] ， (2) 

(k)=[u(k)，u(k一1)，⋯，“(k—n+1)， 

Y(k)，’一(k一1)，⋯，’(k一，n+1)] ， 

(3) 

这样，系统(1)可以表示为 

Y(k+1)= (k) (k)+e(k)． (4) 

恒定的未知参数的动态行为可以表示为 

(k+1)= (k)． (5) 

假设初始条件 

I(O)={u(一1)。“(一2)，⋯，“(一，2+1)， 

Y(0)。'，(一1)，⋯，Y(一，n+1) 

已知．控制随机系统(1)的目的就是让输出 ，‘(k)跟 

踪期望目标 Y (k)，因此，可以取如下目标函数： 
、 

．，：E{∑[，一( )一 )] ；． (6) 
= 1 

其中算子E {·}表示对随机变量取均值．设当前的 

实时信息为 

，(k)= {u(k一1)，⋯，“(0) (k)，⋯，)(1) I． 

最优控制的目标就是通过求控制输入 

u(k)= (，(k))，k=0，1，⋯，N一1 

极小化目标函数(6)．因此，控制问题的提法为 

min J 

S．t． (k+1)： (k)， 

y(k+1)= (k) (k)+e(k)． 

定义 

(k)= E { (k)I，(k) ， 

i(k)： (k)一 (k)， 

P(k)=E { (k) (k) ． 

对于状态方程(5)、观测方程(4)的随机系统，用 

Kalman滤波公式，有 

(k+1)= (k)+K(k) (k)， 

K(k)： P(k) (k){ (k)P(k) (k)+ }～， 

P(k+1)= P(k)一K(k) (k)P(k)． 

其中 (k)：Y(k)一 (k) (k)是新息序列． 

3 对偶控制律(Dual control law) 

对于目标函数(6)，利用动态规划无法求得解析 

解，因此本文从随机次优角度出发，提出如下修改目 

标函数 

J(k)=JI(k)+e—J ’． (7) 

式中 

JI(k)=E {[Y(k)一Y，(k)] I，(k)}一 = 

[ (k) (k)一Y，(k)] + (k)P(k) (k)， 

(8) 

J2(k)：E { (k)I，(k)}一 ： 

(k)P(k) (k)． (9) 

J．(k)为原问题的控制 目标，表达了对输出的调节 

要求；J (k)为新息部分。表达了对参数的学习要 

求．因此，利用目标函数(7)求出的控制具有对偶性 

质．它不同于谨慎控制器[ 、IDC控制器[ ．谨慎控 

制只是被动地降低控制信号对参数不确定性的依 

赖。而不进行主动的参数学习，不具有对偶特点，其 

实质是优化 J．(k)；IDC控制器。其实质是优化 

．，I(k)一 iDc(k+1)J2(k)，0≤ iDc(k+1)≤1为 

学习因子，表征了在调节作用和学习作用之间的折 

衷，体现了对偶控制的思想．文献E51指出。学习因子 

的取值影响到系统的性能，但是。关于如何求取最优 

的学习因子的问题没有解决，因此文献[5]只是将其 

固定为取值在[0，1]上的一个常数，无法实时调整． 

本文提出的目标函数，利用两级最优算法，可以转化 

为优化 Jl(k)+ ．，2(k)， 为 Lagrange乘子，并且可 

以根据当前信息实时调整，比 IDC更能充分利用对 

偶控制的优越性，以改善具有未知参数的随机系统 
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的性能．因此，从理论上，用本文提出的目标函数(7) 

所求出的控制器要优于谨慎控制器和 IDC控制器， 

这一结论在仿真中也得到了证实． 

用目标函数(7)代替原来的目标函数(6)，即在 

每个时刻 ，求解如下新的优化问题(NOP)： 

min J( )：Jl( )+e一， ( ． 

下面建立求解问题(NOP)的两级算法的理论基 

础 ． 

根据式(3)中 ( )．Kalman滤波中方差 P(厶) 

及 ( )的定义，对它们进行如下分块： 

( )=[M( )1 (k) ， 

霉( )=[占．( )I(；( )] ， 

r P6(J5') ．(̈ ] 

 ̈ ㈩ ㈩j’ 
则 Jl( )和 J2( )能够重新表示为 

JI(k)=[占 (̈ +P6(J5')]M (k)+2[ ( )P。6( )+ 

(；( )占l( ) ( )一占I( )， ，( )]M( )+hI， 

(10) 

J ( )= Pb( )M ( )+2 ( )尸 6( )M( )+h!． 

(11) 

其中，hI，h2是与 u( )无关的项．可以看出，Jl( ) 

和 J2( )都是关于 u( )的二次函数．问题(NOP)直 

接求解是很困难的，为此构造如下多目标优化问题 

(MOP)： 

min[J1( )，一J2( )Ⅵ． 

定义 1 设 砬( )为问题(MOP)的可行解，如果 

不存在可行解 u( )，使得 

JI(M(̈ )≤ JI(吐( ))， 

J2(M( ))≥ J2(吐( ))． 

其中至少有一个不等式严格成立，则称 垃( )为 

(MOP)的非劣解． 

定理 1 问题 (NOP)的最优解一定在问题 

(MOP)的非劣解集中． 

证 用反证法．设 ；“ ( ) 是问题(NOP)的最 

优解，但不是问题(MOP)的非劣解．那么，存在一个 

可行解 { ( )}．使得 

Jl( )I ( )．≤ Jl(̈ I ( )， 

J2( ) ( )；≥ J2( )I (̂)、， 

且至少有一个不等式严格成立．显然，J( )关于 

J ( )单调递增、关于 J2( )单调递减，再根据上 

式 ，可得 

J(̈ 1． ( ) <J(̈  ( )． 

这与 u ( ) 的最优性矛盾．因此，问题(NOP)的 

最优解 ；u ( )}在问题(MOP)的非劣解集中． 

该定理表明：要求问题(NOP)的最优解，只需把 

注意力放在求问题 (MOP)的非劣解集 中．问题 

(MOP)的每个非劣解可以用下面的 Lagrange问题 

(LOP)产生：min[Jl( )+aJ2( )]． 

定义 2 Ja( )=Jl( )+aJ2( )，根据式(10) 

与式(11)，则问题(LOP)的目标函数可以写成如下 

形式： 

(厶)=[占 (̈ +(1+ )P6( )]u ( )+ 

2 占l( )(；( ) ( )一占l( )y，( )+ 

(1+ )JP ( ) (J5')}M( )+h．(12) 

式中 h是与u( )无关的项． 

关于 u( )最小化 Ja( )，即令 

dJa(̈ ／du(̈ =0， 

得到 

M( )=一 I／31． (13) 

式中 

I=[(1+ )JP ( )+(；( )占I( )] ( )一 

占．( )Yr( )， 

2 = [1+ ]P6( )+占 ( )． 

由于 Jl( )+aJ2( )的最优解 {u ( )t中含 

有 ，把它代入问题(NOP)的目标函数中，导致目标 

函数也是 的函数． 

定理 2 设 对应的非劣解为问题(NOP)的 

最优解，则 

( )=一e一 z‘ ’ ( )． (14) 

证 把问题(LOP)的最优解 {砬( ， )}代回问 

题(NOP)的目标函数中， 达到最优，则 

一 e-J2(k) -o， 

对于问题(LOP)在 对应的最优解处，根据文献 

[6]有 

联合以上两式，可得 ( )=一e一 z‘̈ I ( )．定理 

得证 ． 

该定理给出了每个阶段的最优学习因子． 

下面推导搜索最优 的修正公式，以便从问题 

(MOP)的非劣解中挑出问题(NOP)的最优解． 

根据问题(NOP)，J( )的梯度为 
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[ ， 】 ，一 ̈ ]-r， 
设 =[1， ] ，构造以下方向向量 

( )：[ l(． )， ( ) ：一 I，( )+ ． 

根据 Cauchy—Schwarz不等式，有 

J (k)V(W)= 

一 ll I，( )ll。+ ≤0． 

这说明 V(W)是 J(k)的一个下降方向．显然， ( ) 

= 0，表明最优性条件成立，即 =一e-J2(̈，设第 

次迭代所用的 记为 ，如果最优的 采用梯度法搜 

索，则 
“

= 一t,l／2(W)． (15) 

式中： 为搜索步长， 校正结束的条件为 (bU)： 

0．这样便有如下的两级算法： 

Step 1 给定 ，求解问题(LOP)，获得式(13) 

中的控制 ／Z(k)． 

Step 2 如果 J +e—J J≤∈，求到所需要的 

，结束；否则用公式(15)修改 ，回 Step 1． 

从式(13)可以看出，k时刻的控制输入／Z(k)除 

了与系统参数的估计值露(k)有关外，还与参数的估 

计误差的方差阵 P(k)有关： 

1)若系统中不存在参数的不确定性，即 P(k) 

= 0，从而得到控制律： 

， ， 、 
(； (k+1)x／r(k+1)一Y (k+1) 

“L 一————] )̈——～ 。 

这与熟知最小方差控制是完全一致的，对这种情况 

表明：所得的控制是合理的． 

2)假设参数估计较差，从式(13)看出，P̂ (k) 

出现在分母中，减少了 u(k)对 占。(k)中不确定性的 

依赖程度，此即控制器的谨慎作用．因此，控制 ／Z(k) 

既能较好地满足系统的控制 目标，又能考虑到系统 

未知参数的不确定性对控制作用的影响，从而具有 

对偶特性． 

3)从式(9)可以看出，J2(k)的大小实际上反 

映了参数估计的效果，且有 J2(k)>0，目标函数(7) 

中第二项的加入用来保证控制的学习特性．考虑极 

限状态：如果参数估计非常好，那么，由式(14)，易知 

此时 (k)一一1，再结合式(13)，很明显，这时的控 

制器与确定性控制器更接近；反之，若参数估计很 

差，此时 (k)一0，此时的控制器与谨慎控制器更 

接近，这符合对偶控制的思想． 

综上所述，求解控制信号 “(k)(k：0．1．⋯／V一 

1)的步骤为： 

Step 1 用 Kalman滤波公式计算 需(k)，估计方 

差 P(k)． 

Step 2 用两级算法搜索最优的 ，得对偶控制 

(13)，如果 k=N一1，结束；否则令 k=k+1，转至 

Step 1． 

4 仿真分析(Simulation analysis) 

考虑式(1)所描述的系统，其中， 

n = 2，，n = 1，bl= 1．2，b2 0．9， 

a=～1，e(k)～N(0，2)． 

初始条件设为 

I(0)=[／Z(一1)，y(o)]=[一0．5，一0．5]， 

戈(0)=[0．1，0．1，0．1 3T, 

P(0)=E {XT(0) (0)}=10I ． 

仿真中，IDC的学习因子 II)c取为 0．9，以最优 

控制器(OC：optimal contro1)，即参数已知条件下的 

控制器为基准，比较本文提出的算法 Dc兀，和 IDC 

的学习性能和控制性能．损失函数均定义为 
．  M ． N 

I，= ∑ 一 ( )] ， 
运算步数 Ⅳ为 ， k=l 

j r(k)

运行

Yr

100 Monte Carlo 次数 为200． 

图 1为参数学习曲线．该图显示了参数学习结 

果，可以看出，经过大约 20步运算后，Dc兀，参数的 

估计值逐渐逼近真实值，3个未知参数均得到了较 

好的辨识结果；而 IDC参数的估计值逐渐逼近真实 

值是在大约40步运算后．表明了DCTL比ff)C学习 

性能要好；进一步，又对两种对偶控制器的控制性能 

进行了比较，见图 2．可以看出，大约 18步以前，在 

参数估计值有很不确定的情况下，对偶控制器运用 

了谨慎控制，控制信号幅值比较小，大约 20步后，参 

数估计的不确定性减小了，对偶控制器与最优控制 

的控制曲线基本吻合．从损失函数的 Monte Carlo曲 

线(图3)反映出，DCIL与最优控制器的损失函数曲 

线更接近，表明在统计意义下，D ，的控制性能较 

IDC的好． 

为比较对于不同学习因子的 IDC和基于两级 

最优算法的对偶控制的性能，将 OC，IDC，DCFL的 

损失函数值分别记作 0c， IDc及 DcTL，对 IDc取不 

同的值，得到相应的代价函数值参见表 1． 

仿真结果表明，对任何一个 n)c，DCTL的代价 

函数值都较 IDC的小，显示出了D ，的良好的控 

制性能． 
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图 1 参数估汁曲线 

Fig．1 Parameters estimation 
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【殳I 2 控制信号fm线 

Fig．2 Control signal 

图 3 损失函数曲线 

Fig．3 Cost function 

表 1 不同 『1】t：值时的 IDC与D( ，的代价函数值比较 

Table 1 Cost function values of IDC and DCTI，comparison for different IIJ( 

5 结论 (Conclusion) 

本文对具有未知恒定参数的随机系统的学习与 

控制问题进行了研究，提出了基于两级最优算法的 

对偶控制方法．原问题采用目标函数式(6)是不可解 

的，但若用目标函数式(7)代替原 目标函数，再利用 

两级最优算法求解控制信号，问题就变得非常容易． 

尽管所得的解是次优的，然而它具有对偶特性，对未 

知参数的学习能力和对输 出的调节作用较强．与 

IDC的比较结果表明，所得的控制策略可以得到更 

好的参数辨识结果与控制性能．本文提出的对偶控 

制方法只适用于未知参数恒定的情况，对于未知参数 

变化的随机控制问题是一个值得继续研究的方向． 
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