
第 2l卷第 2期 
2004年 4月 

控 制 理 -Fe与 应 用 
Control Theory& Applications 

V01．2l No．2 

Apr．2004 

文章编号：1000—8152(2(104)02—0189—06 
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摘要：研究了一类线性切换系统具有 H 扰动衰减度二次稳定问题．这类线性切换系统由两个子系统组成，并 

且每个子系统都不是具有 H 扰动衰减度二次稳定的．利用单 Lyapunov函数方法，得到了线性切换系统具有 H 扰 

动衰减度二次稳定的充分条件，同时由凸组合系统设计出确保线性切换系统二次稳定且具有 H 扰动衰减度的切 

换律．进一步，还给出了线性切换系统具有 H 扰动衰减度二次稳定的必要条件．最后的仿真实例表明了结论的有 

效性． 
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Abstract：The problem of quadratic stability with H-infinity disturbance attenuation for a class of switched linear systems is 

addressed in this paper．The systems  under co nsideration consist oftwo subsystems ，and neither of which needs to be quadrali— 

cally stable with H-infinity disturbance attenuation．Based on single Lyapunov function techniques，a sufficient condition for the 

switched linear system in this class to be quadratically stable with H-infinity disturbance attenuation is derived，andthe quadrati— 

cally stable swi tching law is designed in terms of the convex combination system．Furthermore，a n~．．ssaly condition for the 

problem to be solvable is also derived ．F'mally，a simulation example is employed to illustrate the validity of the results． 

Keywords：switchedlinear system；quadratic stabilitywithH-infinitydisturbance attenuation：convex combination；single 

Lyapunov function 

1 引言(Introduction) 

混杂系统(Hs)是连续时间动态和离散事件动 

态交互作用的复杂动态系统．切换系统(ss)作为混 

杂系统的一类重要模型，其理论价值和实际意义日 

益得到人们的普遍认同．切换系统是由一组连续微 

分方程描述的子系统和一个描述子系统之间切换的 

切换规则组成．切换系统具有广泛的实际背景，它可 

以应用于智能化交通管理【 、受约束机器人控制【 、 

计算机磁盘驱动器[ ]等复杂系统的描述、分析和控 

制．人们对切换系统的稳定性进行 了广泛的研 

究[ ]，其中就包括对切换系统二次稳定性的研 

究[ ．7]．与线性定常系统相比，切换系统具有一定的 

复杂性．切换系统的性质与切换有关，在不同的切换 

规则下，切换系统可能具有不同的性质【8,9j．对于线 

性系统，渐近稳定与二次稳定是等价的，但是对于线 

性切换系统，即使它是渐近稳定的，也不一定是二次 

稳定的 8，因此有必要单独研究切换系统的二次稳 

定问题．关于线性切换系统二次稳定的研究，一个重 

要的方法就是凸组合方法，即利用各个子系统构成 

的凸组合系统的性质来研究原来的切换系统的性 

质，其中涉及确保线性切换系统二次稳定的切换律 

的设计．另一个重要方法就是利用单 Lyapunov、多 

Lyapunov函数技术【 ．9J． 

另一方面，H 控制理论是近年来相对较热的一 

个研究方向，它涉及到工程控制中的扰动衰减等问 

题．控制对象关于干扰的鲁棒性是 H 控制扰动衰 

减的基本思想．在文献[10]中首次将一类确定性系 

统的 H 控制器的设计转化为代数 Riccafi方程的求 
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解问题；基于 Riccati方程的 H 控制方法对具有参 

数不确定性的线性系统二次可稳的控制器的设计近 

年来取得了许多成果[I1J ，其中文献[12]得到了具 

有参数不确定性的线性系统鲁棒 H 设计问题可解 

的充要条件，它提出的控制律对所有允许的不确定 

保证了闭环系统的二次稳定和 H 扰动衰减度． 

同切换系统的稳定性的结果及 H 控制方面的 

成果相比，关于切换系统的 H 控制问题却报道很 

少|】引．本文在已有的切换系统稳定性研究的基础 

上，与 H 控制理论相联系，研究一类线性切换系统 

具有H 扰动衰减度的二次稳定问题，采用的方法 

依赖于具有 H 扰动衰减度二次稳定的概念 ，并 

将这一概念推广到切换系统．本文所考虑的线性切 

换系统由两个子系统组成，并且每个子系统都不是 

具有 H 扰动衰减度二次稳定的，本文证明了子系 

统的某个凸组合具有 H 扰动衰减度二次稳定等条 

件是线性切换系统具有 H 扰动衰减度二次稳定的 

充分条件，同时由凸组合系统设计出的切换律保证 

了线性切换系统二次稳定．进一步，研究了线性切换 

系统具有 H 扰动衰减度二次稳定的必要条件． 

2 预备知识(Preliminaries) 

首先回顾系统二次稳定且具有 H 扰动衰减度 

)，的概念． 

这里做如下约定：记号A≥B(或A>B)，其中 

A和日是对称矩阵，表示矩阵 A—B是半正定的(或 

正定的)；N表示正整数集合；L2[0，∞)表示在[0， 

∞)上平方可积的函数空间，并且 ll·ll 2表示通常 

的 ￡2[0，∞)范数． 

考虑如下线性系统 

『 (t)=A (t)+Bw(t)， ，．、 I
z(￡)： (￡)． ‘ ) 

其中： (t)∈ 为状态向量， (t)∈ R 为属于 

￡ [0，∞)的扰动输入向量，z(t)∈ 为受控输出 

向量，A，B和 c为具有适当维数的常值矩阵． 

定义 1 给定常数 )，>0．如果存在一个正定对 

称矩阵 p>0和一个正常数￡>0，使得下列不等式 

成立： 

T(ATp+pA+ 一2QBBTQ+CTC) <一￡XT ， 

(2) 

则称系统(1)是二次稳定的且具有 H 扰动衰减 

度 )，． 

3 主要结果(Mam results) 

考虑如下线性切换系统 

{ ．+日 ’ c3 
这里， (t)∈ R 为状态向量， (t)∈曼 为属于 

2[0，∞)的扰动输入向量，z(t)∈： 为受控输出 

向量．i：[0，∞)一 M ={1，2，⋯，后 表示切换信号， 

它通常是依赖于状态或时间的分段常值函数，对于 

固定的 i∈M，A ∈ ，日 ∈j一 ，C ∈ q 为 

常值矩阵． 

对于任意给定的初始时间 t。及初始状态 。= 

(t )，定义切换序列 

f S= { 0；(i0，t0)，(i1，t1)，⋯，(i ，t )，⋯；， 

I ∈ ，后∈r T． 
(4) 

其中 t 为单调递增的切换时刻序列．(i ，t )意味着 

当 t ≤t<t川 时，系统的状态轨迹沿着第 i 个子 

系统的轨迹展开．这样，切换序列(4)和方程(3)完 

全描述了系统(3)的轨迹．定义系统(3)的轨迹为 

您(·)．对于任意 ∈ ， 

三J ={tkI， l，tk2， I，⋯ ，tk ，“ +I，⋯ ： 

ik =J，m ∈I T}， (5) 

表示第 个子系统的切换时刻序列．其中第 个子系 

统在 t=t 时刻进入激活状态，在 t=t +l时刻离 

开激活状态． 

另外，对于线性切换系统(3)，本文总是假定在 

任意切换序列下，式(3)的解是右可微的，并且在任 

何有限时间区间 [0，T]只有有限次切换 ． 

如果把切换律看作是一个控制量——离散的控 

制量，将得到系统(3)二次稳定且具有 H 扰动衰减 

度 )，的定义． 

定义 2 给定常数 )，>0．如果存在一个切换 

律 ： ( )，一个正定对称矩阵 p和一个正常数￡ 

>0，使得在这个切换律下，有下面的不等式 

T(ATQ+QA + 一 qB 日TQ+cTc ) <一￡ T 

(6) 

成立，则称系统(3)是二次稳定的且具有 H 扰动衰 

减度 )，． 

注 从定义 2，不难看出线性切换系统二次稳定且具 

有H 扰动衰减度 y的概念是线性系统二次稳定且具有 H 

扰动衰减度 y概念的推广． 

本文的目的是研究线性切换系统二次稳定且具 

有 H 扰动衰减度 )，问题．如果切换系统(3)的某个 

子系统是二次稳定的且具有 H 扰动衰减度 ，则 

问题的解将是平凡的．显然本文需假定它的每个子 
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系统都不是二次稳定的且具有 H 扰动衰减度 y． 

为了得到本文的主要结果，需要下面的结论： 

引理 l(S—procedure) 设 71o， 1为 n×n对称 

矩阵，如果对所有满足 TT1 ≥0的非零 ，均有 

Tfox > 0
，且存在某个 o使 T1 o>0，那么存在 

某个 ≥0，使 ro— T1>0． 

如果 ：∑a4 ， ：∑a B ， ：∑aiC ， 

则称系统 

邶  

是系统(3)的一个凸组合系统，其中 a E [0，1]， 

∑口 1． 

当切换系统(3)只含有两个子系统时，即 

{ 三 ，+ 加’ ：·，2． c8 
本文利用单 Lyapunov函数方法给出切换律的设计 

方案，以保证系统(8)是二次稳定的且具有 H 扰动 

衰减度 y． 

定理 1 给定常数 y>0．若存在常数 a∈(0， 

1)、矩阵Q>0和常数 e， >0，使得／1=y～一 -2 

>0及下面的两个不等式 

T( TQ+ +7-2Q TQ+_cT_c) < 

一

e T 
， (9) 

a／lOB1 1rQ+(1一,~)tlOB2 Q+ 

口(口一1)[7-2Q(B1一B2)( 1一 2)TQ+ 

(C1一C2)T(C1一C2)]≥0 (10) 

成立，其中 

fA =口A1+(1一口) 2， 

{B=aB1+(1一口) 2， (11) 

【C=口C1+(1一口)C2． 

则存在切换律 i：[0，∞)一 {1，2}，使得系统(8)是二 

次稳定的且具有 H 扰动衰减度 y． 

证 由式(11)知 
T

：  

[口 1+(1一口) 2][口 +(1一口) ≥]= 

口 1 +(1一口) 2 +口(口一1) 1( 1一 

2)T一口(口一1)B2(B1一B2)T= 

口 1 +(1一口) 2 + 

口(口一1)(B1一B2)(B1一B2)T． (12) 

类似地，有 

T 
=口c c1+(1一口)c≥c2+ 

口(口一1)(C1一C2)T(C1一C2)． (13) 

式(9)表明系统(8)的凸组合系统 ( ， ， )是二次 

稳定的且具有 H 扰动衰减度 y．将式(12)和(13) 

代入式(9)，有 

口 T(AT,O+QA1+7-2Q 1 Q+cT,c1) + 

(1一口)XT( Q+QA2+7-2Q 2 ≥Q+c≥c2) + 

口(口一1)xT[7-2Q(B1一B2)( 1一 2)TQ+ 

(C1一C2)T(C1一C2)] <一e T ． (14) 

将 y～ ：／1+ 代入上式，有 

口 T(aT~q+QA1+ —2QB1 BTQ+CT,C1+ 

s1)x+(1一口)XT( Q+QA2+ 一 Q 2 ≥Q+ 

c≥c2+s1)x+ T{a／lOB1 Q+ 

(1一口) Q 2 ≥Q+口(口一1)[7-2Q(B1一 

2)( 1一 2)TQ+(C1一C2)T(C1一C2)]} <0． 

考虑式(1O)，可得 

口 T(ATO+QA1+ 1 1rQ+ 

cT,c1+s1)x+(1一口) T( Q+ 2+ 

2 Q+c≥c2+s1)x<0． 

令 

n1={ E R I XT( Q+QA1+ 一 Q 1 Q+ 

cT,c1) <一e T }， (15) 

n2={ E R I XT( ≥Q+QA2+ 一 Q 2 Q+ 

c c2) <一e T }， (16) 

则 n1 U n2=R，I＼{0}．切换律 i=i( )设计如下： 

)= 、 (17) 

式(17)表明：在切换律(17)下，在区域 n1和n2的相 

交部分，系统(8)将切换到第一个子系统．则对 V 

∈R ＼{0}，有 

XT( (t)Q+oa )+ _2Q TQ+c ) <一e T 

成立，从而由定义 2可得系统(8)是二次稳定的且具 

有 H 扰动衰减度 y． 

下面的定理给出了系统 (8)二次稳定且具有 

H 扰动衰减度 y的必要条件． 

定理 2 如果系统(8)是二次稳定的且具有 H 

扰动衰减度 y，那么一定存在系统(8)的一个凸组 

合系统 ． 

{ 三 + 加， 
是二次稳定的且具有相同的H 扰动衰减度 y，其中 
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A =aA1+(1一口)A2， 

B =aB1+(1一Ct) 2， 

C ：aC1+(1一口)C2， 

Ct∈[0，1]． 

证 假定系统(8)是二次稳定的且具有 H 扰动 

衰减度 y，则由定义 2可知：对任意 ≠0，有 

T(一AT,O—qa1一y一 qB1BT,O—CT,C1一￡Jr) >0， 

(18) 

当XT(A Q+QA2+7-zQ 2 Q+c c2+￡，) ≥0及 

T(一A Q—qa2—7-zQB2 Q—c c2一￡，) >0， 

(19) 

当XT(aT,q+QA1+7-zQ 1BT,O+CT,C1+￡，) ≥0． 

如果对所有 ≠0，都有 

XT(aT,q+QA1+7-zqB1 BT,O+CT,C1+￡，) ≤0， 

那么系统 (A1，B1，C1)是二次稳定的且具有 H 扰 

动衰减度 y． 

类似地，如果对所有 ≠0，都有 

XT(A Q+QA2+7-zqB2 Q+c c2+￡J) ≤0， 

那么系统 (A2，B2，C2)是二次稳定的且具有 H 扰 

动衰减度 y． 

除上述两种特殊情况外，将引理 1应用到(18) 

和(19)．不失一般性，考虑应用到式(18)可得存在某 

个 ≥0，使 

(一ATO一 1～y～OB1 BTO—c7rc1一￡Jr)一 

p(a~q+QA2+7-zqB2 Q+c c2+￡，)>0． 

(20) 

利用 

j一 1 【
一  

—  三。 — (c 
一 cz)(c 一cz)≤ 0， 

进一步整理式(20)，有 

( ) Q+Q( )+ 

Q(等 )(等 ) Q+ 

(等 ) (等 )⋯，． ， 
从而，凸组合系统 

邶  

是二次稳定的且具有 H 扰动衰减度 y．其中 ： 

A1+(1一口)Az，B =aB1+(1一口) 2，C =aC1+ 

(1一口)Cz，口=南 ， ≥0· 
考虑系统(3)的一种特殊情况：它的 个子系统 

有相同的输入和输出矩阵，即 

f B1=Bz=⋯=Bk=B， ， 、 i 
c1： c2： ⋯ ： c ： c． 

(24) 

此时凸组合系统(7)变成 

． 

其中 ：∑a A ∈Eo，11，∑a。：1． 

显然式(25)是式(7)的一种特殊形式，在这种情 

况下得到的结果减少了保守性． 

推论 1 假定系统(3)满足条件(24)，则存在它 

的一个凸组合系统(25)--次稳定且具有 H 扰动衰 

减度 y为系统(3)----次稳定，且具有 H 扰动衰减度 

y的充分条件．当子系统的个数为 2时，此条件为充 

要条件． 

证 同定理 1、定理2的证明类似，略． 

4 仿真算例(Simulation example) 

在这节，给出一个例子来进一步说明定理 1． 

例 1考虑由2个子系统组成的线性切换系统 

(3)，参数如下： 

fA =[一 。 _=-丢]，A =[一一。≥4 -l2]， 

1 = 1／4， 
【C1：[2 31，C2：[1 21． 

(26) 

取 口=1／2，则 

= [一-5 8_=- ]， =[； ]， ：[3／2 5／21． 
选取Q=[。1 】，￡=1／8,7=1／2 芝， =1／2,有 
= y～ 一 一 = 4， 

TQ+Q +y一 Q TQ+ T +e，= 

r．9／2 12 1<0， (27) 【1／4
一 斗 ／2J<0， (27) 

Q 1 7’Q+(1一口) 2 Q+ 

口(口一，)[y Q(B1一B2)(B1一B2)TQ+ 

(C1一C2)T(C1一C2)]= 

『 ／4 ≥0， (28) i l／4 l／4J≥0， (28) 

口(A Q+QA1+ 一 qB1 Q+c c1)+(1一 
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口)(A!( +qa2+y一 ( 2 !Q+G!C2)+el= 

一048】+ 2 [ = 
『一 ／2 ， 1<0． (29) 【 0 

—
83／2J<u· (29) 

根据定理 1，得 

l = {(Xl， 2)I 57 }一383 ；<0}， 

2 ：
{( l， 2)I一133 }+51 ；<Ot．(30) 

显然 。u ：= ＼tot．取初始点 。=[4-s6]，切 
换域、状态响应曲线及切换信号的变化分别如图 1、 

图 2、图 3所示 

图 1 切换系统的切换域 

Fig．1 Switching region ofthe system(26) 

^  

图 2 切换系统的状态响应曲线 

Fig．2 State r~ nse ofthe system (26) 

图 3 切换信号的变化示意图 

Fig．3 Sketch map of switched signal transformation 

5 结束语(Conclusion) 

本文给出了含有两个子系统的线性切换系统具 

有H 扰动衰减度二次稳定的充分条件，每个子系 

统都不是具有 H 扰动衰减度二次稳定的，在假定 

存在子系统的一个凸组合是具有 H 扰动衰减度二 

次稳定的条件下，构造了稳定的切换律，得到了线性 

切换系统是具有 H 扰动衰减度二次稳定的结论， 

尽管线性切换系统的 H 扰动衰减度大于凸组合系 

统的 H 扰动衰减度．同时，本文还给出了线性切换 

系统具有 H 扰动衰减度二次可稳定的必要条件． 

此时得到的凸组合系统具有与线性切换系统相同的 

H 扰动衰减度． 
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