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摘要：本文模拟人类认知的分层递阶原则，提出一种粗糙集理论的分层递阶约简算法．该算法首先将信息系统 

或决策系统的知识在由部分属性所构成的多种层次和多种粒度上表示出来，然后分别对各个属性层次进行递阶约 

简．因此，该算法具有较强的实用性和较好的动态特性，并且能并行运算．同时，本文从信息理论的角度证明了分层 

递阶约简的理论基础．文章的最后将该算法应用于某水泥窑炉控制决策的获取中，证实了其有效性． 
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Abstract：Simulating the hierarchical principle of human cognizance process，a hierarchical reduction algorithm of rough 

set theory is proposed in this paper．In the algorithm，the attributes ale firstly partitioned into different parts allocated at several 

layers．Then the knowledge in the information systems or decision systems is presented hierarchically with multiple granularities 

at multiple layers，and the reduction is hierarchically appfied to parts of attributes alk~ated at each layer．The algorithm has a 

strong appficability and a good dynamic property，and it Can be implemented in paralle1．At the same time，the foundation of 

the algorithm isjustified on the basis of information theory．Finally，the hierarchical reduction algorithm is used to acquire the 

control decision of a ceme nt kiln，which verifies the effectiveness of the algorithm
． 
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1 引言(Introduction) 

1982年，波兰数学家 Z．Pawlak提出粗糙集理 

论⋯．知识约简是粗糙集理论处理信息系统的重要 

手段，可以在保持信息系统分类能力不变的前提下， 

导出问题的决策或分类规则L2J． 

本文从工程应用角度出发，提出一种粗糙集理 

论的分层递阶约简算法．该算法根据属性的实际物 

理意义对属性进行分类，使信息系统中所有属性在 

单层次和单粒度上的知识表示变为部分属性所构成 

的知识在多种层次和多种粒度上的表示；所得的分 

层递阶简约也相应地使单层次和单粒度上的问题求 

解转为多种层次和多种粒度上的问题求解，适合应 

用于实际问题． 

本文首先介绍分层递阶约简算法；然后根据信 

息理论分别证明信息系统和决策系统中属性分层递 
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阶与知识粒度和知识层次之间的关系，并且论述分 

层递阶约简算法的性质；最后，分层递阶约简算法在 

某水泥窑炉控制决策获取中的应用证实了其有效性． 

2 分层递阶约简算法(Hierarchical reduction 

approach) 

实际信息系统中，知识是有层次和有粒度的，并 

且不同层次的知识具有不同的粒度l3j．人类智能的 

显著特点就是可以在极不相同的层次上观察和分析 

同一问题，并且遵循分层递阶的原则，有步骤、有层 

次地利用已有知识缩小问题求解的范围，直至逼近 

或得到最终结果． 

本文模仿人类智能，根据分层递阶的原则对信 

息系统和决策系统进行约简．以决策系统为例，分层 

递阶约简算法步骤如下： 

1)数据准备．在原始数据库中，确定条件属性 
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和决策属性集合，选择各属性的值域，并将原始数据 

离散化，得到决策表形式的决策系统，记作 ( ，C U 

{d})． 

2)属性分层．根据实际问题中的具体情况，例 

如，数据采集难易程度、成本代价和实时性等，将属 

性分为 Cl，C2，⋯， 共 m类，m一般取 2～4．并 

且，C1 U C2 U⋯ U Cm=C，C n C ：0，i≠ ． 

同时，在 c ，c2，⋯， ，中，数据采集难度、成 

本和实时性要求等逐层提高或加大． 

3)首层决策系统．以条件属性 c 和决策属性 d 

构成首层决策系统，对决策表中的不相容情况，可以 

将决策属性以 {d}的子集表示，记作( ，c U 

{d1})， 1= ． 

对首层决策系统进行约简，得到其简约，共包含 

71,组规则． 

4)次层决策系统．利用首层简约将 分为 ， 

Uv
． ，

⋯

， 共凡个论域，并且 

21 U 22 U⋯ U U2 =U1， 

2 n Uzj：0， ≠ ． 

在每个论域中，以条件属性 C2和 d 的子集构 

成次层决策系统，分别记作( 2 ，c2 U {d })，( 22， 

C2 U{d })，⋯，( ，C2 U{d })．当某个首层决策 

系统中的决策属性唯一时，将不再构造其次层决策 

系统；对其余次层决策系统分别进行约简，并得到相 

应简约． 

5)对次层以后的各层决策系统重复步骤4)． 

3 分层递阶约简算法的理论基础和性质 

(Basis and properties of the hierarchical re— 

duction approach) 

根据文献[4]，设首层条件属性在 上的划分 

为 ： ：{ 1， ，⋯， }；次层条件属性在 上 

的划分为 Yi：Y= {Yi1， 2，⋯，y }；决策属性在 

上的划分为D：D = {D1，D2，⋯，D，}；则 X，Yi和D 

在 和 2 的子集组成的 代数上定义的概率分布 

及 与Yz和D的联合概率分布分别为 

]’p( ， 

同理定义[ 和[ 】． 

[ 】：[ 】，p c = ， 

同理定义『y由1． 
P 

其中 

— ∑JD(Xi)=1， JD(ro．)=1， 
i ， 

i=1，2，⋯，n，J=1，2，⋯，m， = 1，2，⋯，r， 

1．1表示取集合中元素的个数． 

文献[4]给出知识之间的粒度关系的定义．本文 

中，定义知识之间的层次关系：如果 P< p，则称知 

识 P比知识9的层次深；反之，则称知识 P比知识9 

的层次浅；如果 P=p，则称知识 P与知识p具有相 

同的层次． 

在一个固定的论域中，引起知识粒度减小，知识 

层次加深的情况有两种： 

1)至少有一个属性的离散区间数目在离散化 

过程中增加，且该属性并未因此成为冗余属性．基于 

这种情况，刘发升等提出一种“基于粗糙集的多层 

次、逐步求精的发掘算法”，可以有效利用粗糙集，从 

不同的概念层次出发进行数据挖掘，快速提取数据 

中感兴趣的规则l ． 

2)描述对象的属性集中增加了至少一个非冗 

余属性．本文中的分层递阶约简算法就是针对这种 

情况的解决方案． 

苗夺谦利用信息熵的递增性对情况 1)中不同 

粒度的知识之间的关系进行了论证_4 ；本文则将利 

用信息熵的强可加性和可加性对情况 2)中不同层 

次的知识之间的关系进行论证． 

3．1 信息系统的属性分层递阶 (Hierarchy of at— 

tributes in information systems) 

由文献[4]可知下面的定理 1，2和 3，本文将证 

明定理4和定理 5． 

定理 1 设 为论域， =(U，P)和 Kq= 

(U，p)是关于 的两个知识库，当 P < p时， 

H(P)>H(Q)；当P=Q时，H(P)=H(Q)；当P 

> 9时，H(P)<H(9)． 

定理 2 设知识 p相对于知识P的条件熵为 

H(q／P)，H(O／P)=0的充要条件为P<9或P= 

Q． 

定理 3 设 为一个论域， =(U，尸)和 = 

(U，p)是关于 的两个知识库，且 H(O／P)=0；当 

H(P)>H(9)时，P<Q；当 H(P)<H(Q)，P> 

p；当 H(P)=H(p)，P=Q． 

定理 4 信息系统中，属性分层递阶并不改变 

整个系统的信息熵；当信息系统中的知识粒度减小 

时，知识层次加深时，信息系统的信息熵单调增加； 

反之亦然． 
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证 以分为两层的信息系统为例，在每一论域 

上的信息熵： 

(置Y)： 

一 ∑p(置 )l。gp(置 )= 

一 ∑p(置)p( ／置)l。gp(Xi)p(Y,／Xi)= 
J 

一 ∑p(置)p( )l。gp(Xi)p( )= 

一 ∑p(置)p( )l。gp(Xi)一∑p(置)p( )l。gp( )： 
l 3 

一 p(Xi)l。gp(Xi)一p(Xi)∑p( )l。gP( )= 

(置)+P(置)H( )． (1) 

其中 

( )=一∑p( )l。g p( )， 
J 

= 1，⋯，n，J= 1，2，⋯，m． (2) 

同理可得 

／t(xY)= 

H( y)= 

∑[n(xi)+p(Xi)I-l( )]， (3) 

∑／-1(xi)+∑P(置)日(Yi)： 
i 

( )+ p(置)H(Yi)． (4) 

1)首先，由式(4)可知，属性分层递阶并不改变 

整个系统的信息熵． 

2)其次，根据定理 1可得，当 (xY)< X时， 

H(XY)≥H(X)，即当信息系统中的知识粒度减小 

时，信息系统的信息熵单调增加． 

根据定理 2可知，当 ( y)< X时，I-1(x／xr') 

= 0；又根据定理3得，当 日( y)≥口( )时，( y) 

< ，即当信息系统的信息熵单调增加时，信息系 

统中的知识粒度减小． 

所以，当信息系统中的知识粒度减小时，系统信 

息熵单调增加；反之亦然． 

3)最后，由概率及熵函数的非负性 J可知，式 

(2)中的 H( )≥O；则由式(4)可得，当信息系统中 

知识层次加深时，系统信息熵单调增加． 

再来证明，当信息系统中的信息熵增加时，知识 

粒度单调减小，知识层次单调加深． 

假设，分层递阶中，信息系统的信息熵单调增加时， 

知识的粒度不变或者增加，知识的层次不变或者减小． 

则由式(4)可知，当知识粒度和知识层次不变 

时，信息系统的信息熵也不变；当知识粒度增加，知 

识层次减小时，系统的信息熵减小；均与假设相矛 

盾．从而证明，当信息系统中的信息熵增加时，知识 

粒度单调减小，知识层次单调加深． 证毕． 

定理 5 分层递阶约简算法中，信息系统的信 

息熵保持不变，信息系统的平均知识粒度和平均知 

识层次保持不变． 

证 1)由定理4可知：信息系统的信息熵与整 

个信息系统的知识粒度和知识层次之间具有相互的 

单调关系；所以，信息系统的信息熵可以表示整个信 

息系统的平均粒度和平均层次． 

2)同时，由定理 4可知：属性分层递阶的信息 

系统中，属性分层递阶并不改变整个系统的信息熵； 

另由文献[4]可知，知识约简过程中没有信息损失， 

即知识约简不会改变系统的信息熵．所以，属性分层 

递阶后再进行约简并不会改变信息系统的信息熵， 

即不会改变整个信息系统的平均粒度和平均层次． 

证毕 ． 

3．2 决策系统的属性分层递阶(Hierarchy of at— 

tributes in decision systems) 

由文献[4]亦可知下面的定理 6和7，本文将证 

明定理 8和定理 9． 

定理 6 设 为一个论域， =(U，P)和 ： 

(U，9)是关于 的两个知识库，D是 上的决策．当 

P<Q时，，(P；D)>，(Q；D)；当P=Q时，，(P；D) 

= ，(Q；D)；当P> Q时，，(P；D)<，(Q；D)． 

定理 7 设 为一个论域， =(U，P)和 = 

( ／9)是关于 的两个知识库，且 H(O／F')=0．当 

，(P；D)<，(Q；D)，P>p；当 ，(P；D)>，(p；D) 

时，P<Q；当 I(P；D)=，(p；D)时，P=p． 

定理 8 决策系统中，属性分层递阶并不改变 

整个系统的互信息；当决策系统中的知识粒度减小 

时，知识层次加深时，系统的互信息单调增加；反之 

亦然． 

证 

，(Dk；XiY)一，(Dk；Xi)= 

[ (置y)+ (D )一H(XiD Y)]一 

[ (Xi)+ (D )一H(XiD )]= 

[ (置y)一 (Xi)]一[ (置D y)一 (置D )]． 

(5) 

由式(1)可得 

[ (置y)一 (置)]=P(Xi)H(Yi)， (6) 

[ (置D y)一 (置D )]= 
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P(XiDk) ( )=P(置)p(Dk／Xi) ( )．(7) 算量为 

将式(6)和式(7)代入式(5)得 

，(D ；X l，)= 

，(D ；X )+P(X )[H( )一P(D ／X ) ( )]． 

(8) 

其中， ( )如式(2)所示． 

I ． 

( )=一∑p(y嘶)log P( )， 

i= 1，⋯ ，n，k = 1，⋯ ，r， = 1，2，⋯ ，m ． 

根据分层递阶原理易知 

( )一P(D ／X ) ( )≥0． (9) 

同理可得 

，(D；XY)= 

，(D； )+∑p(置)[ ( )一∑p(Dk／Xi) ( )]． 
i k 

(10) 

其中 

H( )一 p(D ／置) ( )≥ 0． 

其余证明与定理 4同理． 

定理 9 分层递阶约简算法中，决策系统的互 

信息保持不变，决策系统的平均知识粒度和平均知 

识层次保持不变． 

证 与定理5同理可证，略． 

3．3 分层递阶约简算法的性质(Properties of the hi— 

erarchical reduction approach) 

分层递阶约简算法中，信息系统的信息熵和决策 

系统的互信息保持不变，即分层递阶约简算法不会引 

起信息系统和决策系统的信息损失．其性质如下： 

1)较强的实用性．分层递阶约简所得到的简约 

避免应用那些获取方式复杂，采集成本高，实时性要 

求高的属性．同时，这些属性也是导致信息系统不完 

备性的重要原因；所以，分层递阶约简可以用于处理 

信息系统不完备的情况，所得分层递阶简约也更适 

合应用于实际的不完备信息系统[ ． 

2)较好的动态特性．当论域中有新的对象加入 

时，可以逐层将对象与分层递阶简约进行匹配；只要 

对由于该对象的加入而引起变化的相应层次以下的 

各论域进行约简，即可更新分层递阶简约． 

3)算法速度快，并且可以并行计算．分层递阶约 

简算法极大地减少了粗糙集理论的约简计算量，提高 

了约简速度．并且，各层约简可以实行并行计算． 

粗糙集理论求得全部简约的约简计算量为 

0(2。 。I A lI I )E8]．分层递阶约简算法的约简计 

Q：2。 -。I 1 l l U l +∑2。 2。l 2 l l l ． 

其中，l 1 l和 l 2 1分别为首层 1和次层 2的属 

性数量，AI U A2=A，AI n A2=0，J AI I+I A2 J 

=l 1．1 I为次层中的对象数量．可以证明，Q< 

0(2 。f A f f ·(证明略)，即分层递阶约简算法 

减少了粗糙集的理论约简计算量，提高了约简速度． 

4 实例分析(Case study) 

本节应用分层递阶约简算法，重新分析文献[2] 

中司炉工人在某水泥窑炉运行中的操作记录．该操 

作记录共 52条；其中，燃烧区温度 BZT，燃烧区颜色 

BZC，渣块颗粒 CG和炉内颜色 KIC分别记做条件 

属性 a，b，C和d；窑炉转速 KR和给煤量CWR分别 

记为结论属性 e和厂． 

文献[2]中的约简结果表明属性 b冗余．且其两 

个简约(工)和(II)分别为 

r a3(dl V d2)一 e2f4， 

f {
C 2d 3 

㈩  l 
—e2‘厂3， 【 

，一 ：I厂2，， 

f0,3(dI V d2)一 e2f4， 

{ 一， ’ (II) f 
a3d3 V a4c2一 e2 ， 

【 ，一 ：I厂2
． 

4．1 分层递阶约简(Hierarchical reduction) 

对水泥窑炉实际生产情况的调查表明：在 4个 

条件属性中，燃烧区温度 BZT是由温度传感器采集 

的，采集方式最为简单；而燃烧区颜色 BZC，渣块颗 

粒 CG和炉内颜色 KIC都需要通过特殊摄像机进行 

观察，采集成本都比较高．这样，我们可以利用分层 

递阶约简将条件属性分为 c 和 C：两层．其中首层 

C 包括条件属性 a，即燃烧区温度 BZT；次层包括 

条件属性 b，C和 d，即燃烧区颜色 BZC，渣块颗粒 

CG和炉内颜色 KIC． 

通过对首层决策系统进行约简，得到 

a2 el j ， 

1 a3一 e2 f4 V e2f3， 

L a4—+e2 I厂3 V e2 ． 

分别对 a：3和 a=4构成的次层决策系统进 

行约简得到 

口：3时，{dd3 ~v de2：f一3, ： ； 
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。=4时，{ c，2一----~ e：2 f3．, 
最终，分层递阶简约为 

a2 el f4， 

fd3一 e2 ， 

。 一I dl V d2一 2f4， (Ⅲ) 

fC2一 e2 ， 

一l ，一 ： ． 
4．2 分层递阶简约的优点(Virtue of the hierarchical 

reduct) 

分层递阶简约(Ⅲ)比上文中简约(工)和(11)更 

适合于水泥窑炉的生产实际．这是因为，应用简约 

(工)和(Ⅱ)时，需要同时采集 a，c和d三个条件属 

性，然后才能做出控制决策．而如图 1所示，应用分 

层递阶简约(Ⅲ)时，在采集得到 a后就可以做出控制 

决策或者至少可以判断应该采集 c还是 d才能得出 

控制决策．这样，通过充分利用采集方式简单的条件 

属性 a，可以减少对采集成本较高的条件属性 c和 d 

的采集，从而达到节省决策时间和决策成本的目的． 

图 1 分层递阶简约的应用 

Fig．1 Application of the hierarchical reduct 

5 结论(Conclusion) 

为适应数据库的动态数据变化，本文将研究粗 

糙集理论的动态分层递阶约简算法．同时，也将研究 

粗糙集理论与模糊逻辑、神经网络和遗传算法等人 

工智能理论的融合． 
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