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摘要：研究一类具有扰动的脉冲切换线性系统的鲁棒 H控制问题．分别从系统的鲁棒稳定性及其鲁棒性能两 

方面进行分析．首先利用 Lyapunov函数法对系统的稳定性进行分析，给出了系统鲁棒渐近稳定的几个重要的充分 

条件，通过它很容易判断系统是否鲁棒稳定．进一步运用线性矩阵不等式(LMI)法对系统鲁棒性能进行分析，得到 

了一般系统的状态反馈矩阵和脉冲控制矩阵，并在此基础上得出了一个鲁棒H控制律．最后提出了一套基于MAT— 

LAB软件的鲁棒控制器的设计方法，并通过一个数值例子很好地验证了文中主要结论的有效性 ． 
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Robust H-infinity control on impulsive switched systems witll disturbance 
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Abstract：The robust H-infinity control problem for impulsive switched linear systems with disturbance iS considered in the 

paper with attention mainly paid to the robust stability and robust capability．By using the Lyapunov function method some im- 

portant sufficient conditions f_ortIle robust asymptotic stability ofthe system are obtained．According to these conditions it is easy 

to determinewhetheror not a system is of robustasymptotic stability．Furthermore，byanalyzingthe robust capability ofthe sys— 

tem with the help ofthe linear mal／Jx inequanty(UⅢ)method，the stale feedback matrix and the impulsive control ma trix ofthe 

system are obtained，and then a robust H-infinity conlrol rule is derived．F'mally，a robust H-infinity conlrol~．sign me thod based 

onMATI_AB softwareis presented，and a numerical exampleis giventoillustratethe effi ciency ofthemain resultsinthis paper． 

Key words：impulsive system；switched system；linear system；H-infinity conlrol；robust conlrol；I．MI 

l 引言(Introduction) 

切换系统是一类重要的混杂系统，一般地讲，它 

是由一系列子系统和一定的切换规则构成，其中的 

子系统可能是稳定的，也可能是不稳定的；切换规则 

可能是固定不变的，也可能是随机的．所以有关切换 

系统稳定性问题是非常复杂的．切换系统具有这样 

的性质：即使每一个子系统是不稳定的，通过构造一 

些特别的切换规则，也可以保证整个系统是稳定的； 

相反的，即使每一个子系统都是稳定的，要是切换规 

则选择不合适，系统也可能不稳定．近几年来，切换 

系统在很多诸如神经网络、保密通讯、智能控制、电 

力大系统等新兴领域中应用广泛．学术界也对切换 

系统表现出了很大的兴趣，一些比较好的结果已经 

取得，尤其是关于稳定性方面的【1 ． 

典型的切换系统数学模型如下： 

Z t CiX t 
㈩  【 ()

=  ()+D ． ⋯ 

收稿日期：2OO2—09—09；收修改稿日期：2003—09—08 

其中： (t)是状态矢量，z(t)是输出， 是控制输 

入， ， ，G， 是适当维数的矩阵，i∈ {1，2，⋯， 

／v}． 

但是在实际切换过程中，由于系统不可避免地 

存在着大量的切换脉冲，很多单纯的切换系统理论 

根本不适用或者在应用中产生很大的偏差，所以作 

者才在已有模型(1)的基础上增加切换脉冲，抽象出 
一 种新型系统模型(称之为脉冲切换系统)．这种模 

型在 PWM(pulse width modulated)脉宽调制变换器 

控制、机床工作模式切换控制等具有瞬时切换脉冲 

的系统中能更准确的描述实际情况．进一步在已有 

的切换系统理论基础上，运用鲁棒 H 控制方法进 

行分析，得出了一些脉冲切换系统鲁棒稳定的充分 

条件，并提出了一套鲁棒 H 控制器的设计方法． 

2 系统描述和预备知识(System description 

and preliminaries) 

考虑下面具有扰动的脉冲切换系统 
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(t)=A。X(t)+B。 + IV(t)， 

AX(t )=X(f )一X(f )= (t )， 

Z(t)=DaX(t)+ + IV(t)， 

x(o)=0． 

≠ “’ iE
_ 显然 

t = tk． 

(2) 

其中： ：曼一 是 n维状态矢量，AX是状态跳变， 

即切换脉冲；ua：冀一 是 m维控制信号；IV：： 一 

q是 q维外部扰动，ll IV(t)ll<1；Z：曼一 三p是P 

维受控输出；a：蠢X曼 一 P是切换规则，其中 P= 

{1，2，⋯，Ⅳ}，也就是说，a(t， )是一个分段常数； 

系统(2)的所有切换规则用集合 ‘s表示．A。， ， ， 

， ， 是适当维数的实常矩阵， 是脉冲矩阵， 

只与切换前后两个子系统有关，与切换时间无关，当 

切换规则一定，它是一系列实常矩阵，其中 后=1，2， 
⋯

● 

X(t )=X(f )=lira X(t 一h)， 
—̂加  

(f )= lira X(t +h)． 
—̂·O 

t 表示第后次切换时刻，0<tl<⋯ <t <⋯，and 

tk ∞ as后+ ∞． 

为了方便 后 面 的讨 论，定 义 ll X(t)ll = 

~／X(t) X(t)，ll A ll=√ 一(A A)，A 是A的对 

称矩阵，A一是 A的逆矩阵，其中 X(t)是向量，A是 

矩阵． 

脉冲切换系统的鲁棒 H 控制所要达到的目标 

就是使系统最终满足下面两个鲁棒性质： 

1)鲁棒稳定性．要求对所有可能的切换规则， 

闭环系统是内部稳定的． 

2)鲁棒性能．设正数 7是预先给定的性能指 

标，对于 V T>0，V IV(t)，均有 
r r 7' 

l‘ll Z(f)ll dt≤7 I ll IV(f)ll dt． 
J 0 0 

定义 1 当 (t)=0时，如果对于给定的切换规 

则，闭环系统是渐近稳定的，则称系统是内部稳定的． 

定义 2 设 P是一个 n X n的矩阵，记 P < 

(>)0，如果 P是负(正)定；记 P≤(≥)0，如果 P 

是半负(正)定． 

下面的引理将会在后面的证明中用到： 

引理 1 设 P是一个n×n的对称矩阵，对于任 

意的正数 ，下式总成立： 

2X PCa ≤÷ P c P +~aV／T IV． 
u 口 

其中： 是适当维数的矩阵， ， 是适当维数的向量． 

(士 c 一 
(1a 

等价于 

『『 c 一 2 也就是 
)-r(士c 一 )≥0， 

6 

Pcoc~Px—X PCa 一 c + IVTIV≥o． 

因为 ‘ Pc。 =1VTc 尸 ，所以有 

2X PCaV／≤ i
—
X ecoc~ex+Ga ． 

引理 2 E j 设 P是n X n的正定矩阵，p是n X 

n的对称矩阵，则对于任意的 n维向量 ，有 

(P—Q)X 蹦 ≤X ≤ (P一 Q)X ． 

其中 (P—Q)， i (P—Q)分别表示矩阵 P—Q 

的最大、最小特征值． 

引理 3l J(Schur补) 设 A，B，C是适当维数的 

矩阵，那么下面三式等价： 

1) A <0，且 C—B A一 B <0； 

2) C <0，且 A—BC一 B <0； 

3， [ ]<o． 
引理 4 设 P是一个n X n的正定矩阵，对于任 

意的 n维向量 ，下式成立： 

i ll ll ≤ X ≤ — ll ll 2． 

其中 一， i 表示矩阵 P的最大、最小特征值． 

证明从略． 

3 主要结果(Main results) 

首先，考虑如下无反馈系统 

(t)=A。X(t)+ (t)，t≠ t ， 

AX(t )=X(f )一X(f )=E X(t )，t=t ， 

Z(t)= X(t)+ (t)， 

x(o)=0． 

(3) 

定理 1 对于系统(3)，设 7>0是给定的性能 

指标，如果存在一系列的正定矩阵 ，正数 ， 使 

下面不等式成立： 

(7 一 )，一日 >0， (4) 

A + 。士 D 
、／O"a 

— Lr P 
厂_- 0 

6 

8 D 

、I 
一 ， O O 

O 一 ， O 

0 O 一， 

< 0， 

(5) 
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并且对于 V Ek，k=1，2，⋯，V i，J．∈P，下式恒成立： 

+- T ]<0' ㈤ 
则系统(3)是鲁棒稳定的，并且满足 )，鲁棒性能．其 

中： j ( )表示 ：(y 一 )，一日 的最大特 

征值， ： · 

证 设 ={t I子系统 a在d时刻t是激活 

r 1，t∈ ， 

的}，￡a(￡) i0，￡ 。构造如下的李雅普诺夫 
函数： 

( (￡))：∑￡。(￡) (￡)T (￡)． 

当 t∈(t ，t )时，不妨假设子系统 a是激活的，根 

据引理 1、引理 2和条件(4)，有 

cl Z(t)cl 一)， cl W(t)cl = 

(￡)TDTD~X(t)+2X(￡)TD W(t)+ 

W(t)TMTw(t)一)， W(t)TW(t)≤ 

(￡)T(oTo。+! 上，T口j 口j T
。D。) (￡)一 

W(￡)T(()， 一 )，一日 )W(t)≤ 

(￡)T(D )口+ 1 T
。n 。n

T

。 ) (￡)一 

j ( )W(￡)TW(t)． 

也就是 

W(t)TW(t)≤ 

( )T(DTD~+ 1
⋯

T
⋯

T

⋯ X㈩ 一 

(1l Z(t)ll 一)， ll W(t)ll ))． (7) 

沿着系统(3)解的轨迹，根据引理 1和不等式(7)，有 

(X(t))= 

(A (t)+cw (t))TP (t)+ 

X(t)T (A5(t)+ W(t))= 

(￡)T(A + 一4。) (￡)+2x(￡)Tpocow(￡)≤ 

(￡)T(A + 。+ c ) (￡)+ 

(t)TW(t)≤ 

X t A P +P + P C P +8 D D + 

JSa1)T H HT h )X(￡)
一  (1l z(￡)ll 一)， ll (￡) ． 

(8) 

由条件(5)和引理 3，有 

A P +P +÷P C P +8 D D + 

P

8

a

n

—

1)T H HTD
一  <0． 

所以当 W(t)=0，X(t)≠0时，有 

( (t))<0． (9) 

当 t=t 时，不妨假设系统从子系统 i切换到子系 

统 ，由条件(6)和引理3有 

(，+ )TP (，+Ek)一P <0． 

所以当 (t)≠0时，有 

( (￡ ))一V(X(￡ ))= 

X(t)T((，+Ek)T (，+Ek)一P )X(t)<0．(10) 

由不等式(9)，(10)，可知系统(3)是鲁棒稳定的． 

下面证明系统(3)具有 )，鲁棒性能． 

由不等式(8)有 

(X(t))≤一 (1l Z(t)ll 一)， ll W(t)ll )． 

两边取积分有 

l (X(t))dt≤ 

一  (j’ ll z( )ll d 一)， ll ( )ll d )． 
由不等式(10)，且 v(o)=0，有 

I ( (t))dt= 

(V(t1)一v(o))+(V(t2)一V(￡ ))+⋯ + 

(V(t )一V(￡ 一1))+(V(T)一V(￡ ))= 

(V(t1)一V(￡ ))+⋯+(V(t )一V(￡ ))+ (T)≥0， 

那么 

z(￡)ll d≤)，2 (￡)ll ddt dt， 
0 z(￡)ll ≤)，2J。ll (￡)ll ， J J 0 

所以系统(3)具有 )，鲁棒性能． 

如果定理 1的条件不能满足，加入状态反馈控 

制 = X(t)和脉冲控制 AX(t )=E (t )，那 

么系统(3)就变成 

f (t)=(A。+ )X(t)+ W(t)，t≠ tk， 

IAX(t )=X(￡ )一X(￡ )=(Ek+Ek)X(tk)，t=tk， 

I Z(t)=( + )X(t)+ W(t)， 

【 (0)：0
． 

(11) 

其中： 是状态反馈状态矩阵， 是脉冲控制矩 

阵， ， 是适当维数的矩阵． 

定理 2 对于系统(11)，设 )，>0是给定的性能 

指标，如果存在一系列的正定矩阵 ， ，E 和正 

数 ，(7a使下面不等式成立： 
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( 一 )，一H >0， 

( 。+ )T + ( + ( + )T√ ( + )T ’ 盯口 Y u。 
1 cT p

。 一 ， 0 0 

、／O"a 

(D。+ ) 0 一， 0 

． √ 职̈ FoKo) 。 。 一， 
并且对于 V +E ，k=1，2，⋯，V i，

． 
∈P，下式 

恒成立： 

『
LPi(，+_ +E一 ，+ ：+P 】<。， |+Ek+k 一Pi 1 、 

(14) 

则系统(11)是鲁棒稳定的，并且具有 鲁棒性能．其 

中 i ( )表示 =( 一 )，一 的最大特 

征值， · 

证 把系统(11)中的 A。+ ， + ，D。+ 

分别用A。， ，D。替换，那么系统(11)就变成 

了系统(3)，且定理 2的条件(13)、(14)分别变成了 

定理 1的条件(5)、(6)．由定理 1知：系统(11)是鲁棒 

稳定的，并且具有 鲁棒性能． 

从定理2可以看出，系统的反馈状态矩阵 可 

以通过不等式(13)求得，脉冲控制矩阵 可以通过 

解不等式(14)求得． 

下面根据定理 2给出一套基于 MATLAB软件 

实现的脉冲切换系统(2)鲁棒 H 控制器算法： 

1)取正数 c『口=1，口∈P； 

2)选择适当的正数 ，使不等式(12)成立； 

3)解线性矩阵不等式(13)．如果能得到一组正 

定矩阵 和反馈矩阵 ，则子系统是可以反馈稳定 

的，转到第4)步；如果不等式无可行解，可以适当调 

整正数 ，c『口的大小，转到第 2)步； 

4)令 =0，判断不等式(14)是否成立．若成 

立，则系统不需要进行脉冲控制，若不然，解不等式 

(14)得到脉冲控制矩阵 ． 

5)所以得到下面的控制律： 

状态反馈控制： 

=  (t)； 

脉冲控制： 

△ (tk)=E (tk)． 

4 数值例子(Example) 

考虑具有如下形式的脉冲切换系统的鲁棒 H 

(12) 

<0，(13) 

+

0 ， 

△ ( )= (z )一 (z )=[ 。o5] ( )， 

= +㈣  ， 
x(o) =0， 

(15) 

f c z ：[：： 】 c z +[ 】 +[ 一 ] c z ， 
f z≠ ， 

lJ△ ( )= (z )一 (z )=[ 
。?5】 ( )， l△ ( )= (f )一 (f ) 【 0 5J ( )， 

I z= ， 

= [ 。_04 + [ ， 
(16) 

给定鲁棒性能指标 =2，选择 l= 2=盯l=盯2= 

1，则有 

G。=c 2一 。 ，一 。=[ 呈】， 

G =c 2一 ，一 =[ 呈】， 
mi (G1)=2， mi (G2)=2， 

O"l 1 O"2 1 
- ’ z —

／~min(—G2) 一2‘ 

解不等式(13)，得到可行解 

[20] = 二l】， 
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[ ， =[ 
解不等式(14)，得到可行解 

一 = t =[一吕‘9 一三．9J． 
所以被控子系统变成 

)=r10 ，+ ，， 

△ (“)= (z )一 (z )=[一 ‘4
一  4】 (“)， 

， 

：

-  2

_
01 

l ， 。 

{△ ( )= (z )一 (z )=[ ‘4一o4] ( )， 
J z： ， 

=  

-

。

1 

+[ 
【 (0)：0． 

(18) 

鲁棒 H 控制律为 

状态反馈控制： 

， = [。2二 】 ct，， =[ 3】 c t，， 
脉冲控制： 

=  

9

— 0-9】 ． 
假定切换间隔为 1 s，外部扰动 (￡)：[ 2 sin(丌￡ 

一 1)I鲁cos(2丌￡+2)]．取切换信号s={1，2，1，2， 
’ 

⋯ }，图1显示了被控系统在没有外部扰动时从初始 

状态 l(0)=1．5，X2(0)=3．0出发的状态轨迹； 

图2显示了被控系统在外部扰动 (t)下从初始状 

态 l(0)=1．5，X2(0)=3．0出发的状态轨迹；图3 

显示了被控系统在外部扰动 (t)下从零初始状态 

出发的状态轨迹． 

图 1 被控系统在没有外部扰动时从初始状态 

Xl(0)=1．5，X2(0)=3．0出发的状态轨迹 

Fig．1 State trajectory ofthe controlled system without 
exterior di sI=uI1xInce from the initial state 

Xl(0)=1．5，X2(0)=3．0 

图 2 被控系统在有外部扰动 w(f)下从初始状态 

Xl(0)=1．5，X2(0)=3．0出发的状态轨迹 

Fig．2 State trajectory ofthe controlled system 

with the exterior diStI bance W(t)from the 

initial state Xl(0)=1．5，X2(0)=3．0 

l 

0．8 

0．6 

0-4 

0．2 

0 

— 0-2 

— 0．4 

— 0．6 

— 0．8 

一 l 

图 3 被控系统在外部扰动 w(f)下从零初始状态 

出发的状态轨迹 

Fig．3 State trajectory ofthe controlled system with the 

exterior di stI Dance W(t)from the initial state 

Xl(0)=0，X2(0)：0 

5 结论(Conclusion) 

本文研究了脉冲切换系统的鲁棒稳定性及其鲁 

棒性能．通过 H 控制分析给出了一些系统鲁棒渐 

近稳定的充分条件，并在此基础上得到了一般系统 

3 —2 O 

r●●，l  O  

= = 

、， 、，  
￡ O  

， ， Z 
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的状态反馈矩阵和脉冲控制矩阵．最后提出了一套 

基于 MATLAB软件的鲁棒 H 控制器的设计方法， 

并用一个例子很好的证明了主要定理的正确性． 
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