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快速次优固定区间Wiener平滑器算法 

邓自立，石 莹，孙书利，许 燕 
(黑龙江大学 应用数学研究所，黑龙江 哈尔滨 150080) 

摘要：为了克服带相关噪声控制系统的最优固定区间 I(￡山nan平滑算法要求较大计算负担的缺点，应用 I(￡山nan 

滤波方法，基于 CARMA新息模型，由稳态最优 I(￡山nan平滑器导出了带相关噪声控制系统的最优固定区间Wiener 

递推状态平滑器，它带有系数阵指数衰减到零的高阶多项式矩阵．用截断系数矩阵近似为零的项的方法提出了相 

应的快速次优固定区间Wiener平滑算法．它显著地减少了计算负担，便于实时应用，还给出了截断误差公式和选择 

截断指标的公式．仿真例子说明了快速平滑算法的有效性． 
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Fast suboptimal fixed-interval W iener smoothing algorithm 

D日 G Zi—h，S}Ⅱ Ying，SUN Shu—li，XU Yan 

(Institute ofApp~edMathematics，HeilongiiangUniversity，I-IelongjiangHarbin 150080，Oaina) 

Abstract：In orderto ovel'come the drawback that the opthnal fixed—interval Kalman smoothing algorithms require a large 

computational burden for conlrol systems with correlated noise，by using the Kalman filtering method based on the controlled au— 

toregressive moving average(CARMA)innovation model，the opamal fixed-interval Wiener recursive state smoother isnlerived 

from the steady-state optimal Kalman smoother．The obtained smoother contains the high-order polynon~al manix whose coeffi— 

cient matrices exponentially decay to zero．A fast sub-optimal fix ed-interval W iener smoothing algorithm is proposed by mealls 

oftruncating terms with coefficient ma trices approximately equal to zero．Thus，the computational burden is obviously reduced 

and the method is suitable for real time appfication．Both the formula for tl'uncation elTor andthe formula for selecting truncation 

index are given．A simulation example shows the effectiveness ofthe proposed algorithm． 

Key words：slate estimation；fjxe interval smoothing；Wi ener state smootl~ ；fast suboptimal smoothing algorithm； 

Kalman filtering me thod 

l 引言(Introduction) 

固定区间平滑问题出现在许多应用问题中，例 

如人造地球卫星轨道重构，导弹发射实验后对其飞 

行轨道精度的评价、石油地震勘探后验数据处理等． 

经典最 优 固定 区间 Kalman平 滑算 法 J̈，例 如 

Bryson-Frazier算法、Rauch—Tung—S De(I )算法，要 

求在每时刻计算 Kalman滤波器增益、预报误差方差 

阵及新息方差阵的逆矩阵，引起较大计算负担．本文 

目的是提出一种便于实时应用的、计算量小的快速 

次优固定区间 Wiener平滑器算法．应用 Kalman滤 

波方法提出了最优固定区间Wiener状态平滑器，并 

用截断方法提出了相应的快速次优固定区间 Wiener 

状态平滑器算法．分析了截断误差并给出了选择截 

断长度的公式． 

2 问题阐述和引理(Problem formulation and 

lemmas) 

考虑线性离散随机控制系统 

(t+1)= (t)+8u(t)+r (t)， (1) 

y(t)=Hx(t)+ (t)． (2) 

其中：状态 (t)∈ ，观测 ’，(t)∈R ，控制 u(t) 

∈ ， ，B，厂，H为常阵． 

假设 1 W(t)∈R 和 (t)∈R 是带零均值 

的相关白噪声， 

E WT㈩ 洲)= 
(3) 

其中：E为均值号，T为转置， =1， 0(t≠ )． 
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假设 2 ( ，日)为完全可检测对，( ， ) 

为完全可稳对． 

=  一 JH，J=IISQ； ， =Q 一so； S ． 

(4) 

设初始观测时刻 t =∞，问题是基于观测和控 

制(Y(N)，Y(N一1)，⋯；u(N一1)，u(N一2)，⋯)求 

状态 (t)的最优和次优固定区间 Wiener平滑器 

露(t l』7v)和 露 (t l』7v)．』7v叫固定区间长度．在假设 1 

和2下有稳态最优 Kalman预报器[ ] 

露(t+1 l t)= 露(t l t一1)+Bu(t)+J{ y(t)，(5) 

Y(t)= 露(t l t一1)+e(t)， (6) 

p=cI)一K H，Kp= K，Kp=Kp+j．0-) 

其中：新息e(t)是零均值，方差阵为 的白噪声， 

为稳态 Kalman滤波增益， 

= ItCHv+ ，K= 日 Q ． (8) 

且预报误差方差阵 满足稳态Riccati方程 

=  [三一 JV (月 + )-1 ] + 

r(Q 一sO； S) ． (9) 

它可用迭代法求解[ ．可证明[ ]： 是一个稳定矩 

阵，即 的所有特征值位于单位圆内． 

引入单位滞后算子 q～，q-I露(t+1 l t)=露(t l 

t一1)，则式(5)可写为 

露(t l t一1)=(厶一q一 )一 [Bu(t一1)+J{ y(t一1)]． 

(1o) 

其中 ，n为 n×n单位阵．将式(1o)代入式(6)可得 

CARMA新息模型 

A(q )Y(t)=B(q )u(t)+ (q )e(t)，(11) 

(q )=det(厶一q一 )， (12) 

A(q-1)= (q一)，m—Hadj(厶一q一 ) g一， 

(13) 

B(q )= adj(厶一q )Bq一． (14) 

引理 1[ ] 系统式(1)和(2)在假设 1和2下，有 

稳态最优 Kalman平滑器 

露(t l t+ )=露(t l t+J一1)+ e(t+J．)， 

(15) 

尬 = ( )啦 Q ． (16) 

引理 2 在引理 1的条件下有稳态最优固定区 

间 Kalman平滑器 

．

N
． ． —

-

、

t 

露(t l N)=露(t l t一1)+ e(t+J)， 
J=0 

(17) 

或表示为多项式矩阵形式 

露(t l N)=露(t l t一1)+MN一 (q一 )e(』7v)． 

(18) 

其中定义多项式矩阵 
，v—t 

MN一 (q一 )：∑ qt+ ． (19) 

证 注意 露(t JⅣ)：露(t J t+ 一t)，重复应 

用式(15)，并注意 0= ， 在式(8)中定义，便得 

到式(17)． 证毕． 

3 最优和快速次优固定区间Wiener平滑器 

(Optim~ and fast suboptimal fixed—interval 

Wiener smoother) 

定理 1 系统式(1)和式(2)在假设 1和假设 2 

下，渐近稳定的最优固定区间递推 Wiener平滑器 

露(t l』7v)为 

(q-1)露(t l N)=BN
． 
(g-1)u(』7v)+ 

． 
(q-1)y(』7v)． 

(20) 

其中 (q )仅对 露(t l』7v)的时标 t运算，且定义 

日／v
． ￡(q一 )= 

a(1j(厶一q一 )Bq 一 一Ⅳ一M／v一 (q一 )B(q一 )， 

(21) 

． (q )= 

adj(厶一q ) g川 + 一 (q )A(q )． 

(22) 

证 由式(11)有 

e(』7v)= 一(q )[ (q )Y(N)一B(q )u(』7v)]， 

将它和式(10)代入式(18)得式(2o)～(22)．因 为 

稳定矩阵[引，则由式(12) (q )是稳定的多项式， 

故 Wiener平滑器式(20)是渐近稳定的． 证毕． 

由式(19)看到，多项式矩阵 ／v一 (q )的阶次 

为(N—t)，它是时变的．当』7v很大时，例如N=300， 

而 t=1，2，⋯较小时， ／v一 (q )有非常高的阶次． 

因而 BN． (q )和 ， (q )也有非常高的阶次．在 

这种情况下，最优 Wiener平滑器式(2o)将引起很大 

计算负担．注意 一 (q )的系数阵 恰好为平滑 

增益阵式(16)．因 为稳定矩阵，则 也是稳定 

矩阵，且 与 有相同的特征值，从而当 一 ∞ 

时，( ) 一0．故由式(16)知，当 一 ∞时， 一0． 

故当 > mo， 0．可在 J = mo处 截 断 

MN一 (q )，删去系数阵近似为零的项，可得截断的 

多项式矩阵 (q )为 
min(N—t，m0) 

(g一 )： ∑ qt+ ． (23) 
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它的项数不超过 m0．称 m0为截断指标．通常取 m0 

为5～10左右，因而峨  (q一)是一个项数不超过 

m0的简单的多项式矩阵．虽然峨  (q )仍为q 

的(N—t)次多项式，但其中已删去了MN一 (q )中 

的q 的低次幂的项，故也称豫  (q-1)为截首多 

项式．用峨  (q一)近似代替 一 (g一)有如下 
定理． 

定理 2 在定理 1条件下，渐近稳定的快速次 

优固定区间 Wiener平滑器 露 (t IⅣ)为 

(q )露 (t I N)m--- 

m 0

， (q一)M(Ⅳ)+碗 (g一))，(Ⅳ)． (24) 

其中定义 
m  0

． f
(g一 )： 

adj(厶一q-1 )8q 一 一 (g一) (g )， 

(25) 

砖 (q一)= 

adj(厶一q一 ) +峨  (q )A(q )． 

(26) 

因椎  (q一)的项数很少，故可简单快速计算 

(g一)u(Ⅳ)和硪 (g一))，(Ⅳ)，因而可快速实 
现次优平滑器式(24)．同式(20)相比，式(2I4)显著地 

减少了计算负担． 

4 截断误差分析和截断指标的选择(Trun— 

cared error analysis and selecting of truncated 

index) 

为了实现快速算法，截断指标 m。应选择充分 

小，另一方面为了保证次优平滑器 露 (t IⅣ)的精 

度，m0应充分大．因此 m0可选择为在保证精度前提 

下的最小正整数．直观上，截断指标 m。的大小由 

一  (q一)的系数矩阵 尬 衰减到零的速度决定．若 

尬很快衰减到零，则选择较小的 m。就可达到满意 

的精度．下述定理揭示了当 增大时，尬指数地衰减 

到零，且衰减速度由 的所有特征值的绝对值的 

最大值决定，即由 的谱半径决定，进而可导出截 

断误差公式和选择截断指标的公式． 

定理 3 系统式(1)和式(2)在假设 1和假设 2 

下，由式(16)给出的平滑系数阵 ，当_『增加时指数 

地衰减到零，即 

： 0( )． (27) 

这意味着矾 ：0( )，或等价地 I以 I≤c2J．其中 

= (矾 )， 是 的第 行，第 s列元素， =1， 

⋯

，凡，5=1，⋯，m；c是一个常数，且 

=max(I 1 I，⋯，I I)． (28) 

其中 ，⋯， 为 的几个特征值． 

证 设 a ，⋯，a 是相应于 的特征值 ，⋯， 

的几个线性无关的凡×1特征向量，则有关系式 

’ 知 = 口 ，i：1，⋯，凡．置 

P=【a1，⋯，a j， (29) 

则该关系式可简写为 T尸=Pdiag( 1，⋯， )， 
从而有 

= Pdiag( 一， )P～． (3o) 

于是由式(16)有 

： ~Pdiag( ，⋯， )P—HTQ ． (31) 

这引出 

I，以 I≤以 ， =1，⋯，凡，5：1，⋯，m．(32) 

因 为稳定矩阵，则 I I<1，i：1，⋯，凡．从而 

0< <1， 一0( 一 ∞)．注意关系式(32)意味着 

： 0( )，即式(27)成立． 证毕． 

现在分析截断误差和解决求截断指标 m。的问 

题．由式(18)，次优平滑器 露 (t IⅣ)等价于 

露 (t IⅣ)=露(t I t一1)+峨  (g一 )e(Ⅳ)． 

(33) 

当 N—t>m0时，由最优平滑器式(18)减式(33)有 

由截断引起的误差 e(t IⅣ)为 

e(f IⅣ)=露(f IⅣ)一露 (f IⅣ)：∑ e(f+ )． 
， m0+1 

(34) 

记 e(t)=[e1(t)，⋯，e (t)IT,e(t I N)：[e1(t I 

Ⅳ)，⋯，e (t IⅣ)]T．假设 I e (t)I≤ ，V t， ：1， 
⋯

， n o· 

定理 4 系统式(1)和式(2)在假设 1和假设 -2 

下，最优和次优平滑器之间的误差 e(t IⅣ)的分量 

ef(t IⅣ)满足不等式 

I e (t I N)<ID m0 ，i=1，⋯，凡． (35) 

代 ID： ／(1一 )．为保证次优平滑器具有所要 

求的精度 

I e (t IⅣ)I< ， =1，⋯，凡， (36) 

其中精度指标 为给定的设计参数，截断指数 m。选 

择公式为 

m 。 = [1n ／ln 】+1． (37) 
证 应用式(32)和式(34)有 
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I ei(t IⅣ)I≤ ∑ ， ：， 。+ ∑ ： 
J=m0+1 J 0 

“ < ： “
． 

(38) 

这证明了式(35)．注意式(35)和式(36)，为使式(36) 

成立，只要使下式成立： 

』D mo < ． (39) 

上式两边取对数，并注意0< <1，In <0，可得 

mo>In ／In ． (40) 
』u  ̂

这引出公式(37)． 

5 仿真例子(Simulation example) 

考虑带相关噪声控制系统 

ct+ =[吕 。 5】 ct +[ 】 ct +[。 5】 ct ， 
(41) 

Y(t)=[1 0．5] (t)+ (t)， (42) 

(t)= (t)+ (t)，M(t)=sin(2~t／300)． (43) 

其中： (t)=[ l(t) 2(t)]T， (t)和 (t)是零均 

值，方差各为 =1和 =1的独立Gaussian白噪 

声．显然 (t)为零均值，方差为 ：2的白噪声，且 

相关系数 S：E[ (t) (t)]=1．容易计算出 为 

『一0．43844719 0．280776401 ， 、 
= I 1． (44) L

一 0．56155281 0．71922360J 

它 有 较 小 的 特 征 值 l=一0．28077640， 2= 

0．56155281．取N=300，m0=6，由定理2快速次优 

固定 区间 Wiener平 滑器 (t I N)= [ l(t I 

300) 露 2(t I 300)]T的仿真结果如图1和图2所示， 

其中实线表示状态 (t)，虚线表示次优平滑估值 

露 (t I N)． 

一  

8 

： 

c 

图 1 状态 l(t)和快速次优固定区间 

Wiener平滑器 露 l(t I 300) 

Fig．1 State l(t)and fast suboptimal fixed-interval 

Wiener sI】∞湘 露 l(t I 300) 

图2 2(t)和快速次优固定区间 

Wiener平滑器 露 2(t I 3O0) 

Fig．2 State 2( )and fast suboptimal fixed·interval 

Wiener smoother露 2(t I 300) 

6 结论(Conclusion) 

本文基于 Kalman滤波和 CARMA新息模型提 

出了最优固定区间递推 Wiener状态平滑器．为了减 

少计算负担，用对高阶多项式矩阵的截断方法提出 

了一种快速次优固定区间 Wiener平滑算法，可显著 

减少计算负担，适合于工程实时应用．对所提出的截 

断方法进行了严格的理论分析，给出了截断误差公 

式和选择截断指标的公式． 
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