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摘要：对一类具有范数有界参数不确定性 T-S模糊模型系统 ，采用状态反馈的并行分布补偿器(PDC)结构，基 

于线性矩阵不等式处理方法，研究了其最优保性能模糊控制律的设计问题．导出了保性能模糊控制律存在的条件， 

通过求解一个凸优化问题给出了最优保性能模糊控制律的设计方法，并用此方法设计了倒立摆系统的最优保性能 

模糊控制器．仿真实验验证了该设计方法的有效性． 
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Takagi·-Sugeno model·-based optimal guaranteed cost 

fuzzy control for inverted pendulums 

HENG Ke。XU Jian—ming，YU Li 

(College of Information Engineering，Zhejiang Umve~ity of Technology，Hangzhou Zh~iang 3 10032，China) 

Abstract：For a class of Takag~一Sugeno(T-S)fuzzy systems with norm-bounded parameter uncertainties，the problem of 

designing an optimal guaranteed COSt fuzzy controller is considered via the parallel—distributed compensation(PDC)approach．A 

condition for the existence of guaranteed cost fuzzy control laws was derived in terms of linear matrix inequalities(UvⅡs)．the 

design problem of the optimal guaranteed cost fuzzy controller Was form ulated as a convex optimization problem，which could be 

solved  with the existing convex optimization techniques．Furtherm ore，the proposed approach Was used to design  the optimal 

guaranteed cost fuzzy controller for an inverted pendulum ．The simulation results demonstrated the effectiveness of the propo sed 

method． 

Key words~Taka舀一Sugeno model；nonlinear systems；linear matrix inequalities；parallel-distributed compensation ap— 
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l 引言(Introduction) 

倒立摆系统是一种典型的非线性、多变量、快 

速、不稳定系统．它和火箭的飞行及机器人关节运动 

有许多相似之处，其原理可用于控制火箭稳定发 

射l_】J．直升飞机、火箭发射、人造卫星运行及行走机 

器人步行控制等等，都存在类似于倒立摆的稳定控 

制问题．因此，倒立摆系统常用来检验控制方法对不 

稳定、非线性和快速系统的控制能力． 

自T—S模糊模型_2 J出现以来，基于该模型的非 

线性系统控制方法引起了人们浓厚的兴趣，原因在 

于T—s模糊模型的后件是线性的，所以可以应用线 

性系统完善的理论和方法来处理非线性问题．而且 

和其他的模糊推理方法相比，其计算效率高(线性函 

数和常值函数易于计算)，推理速度快，因而非常适 

合于倒立摆这类快速系统的控制．文献[3]采用线性 

矩阵不等式处理方法来分析和设计基于 T—S模型的 

模糊控制系统，给出了设计模糊控制器的一种新思 

路．另外，针对倒立摆系统经过局部线性化而得到的 

T—S模糊模型难以与实际系统精确一致的情况，需 

要考虑闭环系统的鲁棒稳定性和鲁棒性能问题．近 

年来，使得闭环系统同时具有鲁棒稳定性和鲁棒性 

能的不确定系统保性能控制问题研究得到了一系列 

成果_4J．文献[5]利用永磁同步电机的 T—S模型，设 

计了最优模糊保性能控制律，在永磁同步电机的控 

制中得到了成功的应用． 

本文研究基于 T—S模糊模型的倒立摆最优保性 

能模糊控制器的设计问题．首先将倒立摆的精确非 

线性模型线性化，建立其 T—S模糊模型．然后基于 

LMI处理方法，采用 PDC结构控制器，给出了最优 

保性能模糊控制器的设计方法．最后通过对倒立摆 

系统的控制仿真验证设计方法的有效性． 
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在全文中，[ V]表示分块对称矩阵 

『 1，其中U和W是对称矩阵． W 

2 问题描述(Problem statement) 

本文的主要目的是：针对倒立摆装置，设计一个 

施加在小车上的控制律，使摆杆能够保持在竖直方 

向，同时给予小车一个平移指令，使小车能够到达导 

轨上的指定位置，并且保持摆杆不倒．下面我们将基 

于倒立摆装置的 T—S模糊模型，通过设计 PDC结构 

的模糊控制器来实现这一目标． 

根据文献[6]建立的直线型倒立摆动力学模型为 

(．，+mL：) + Lcosq~(z) 三{ ≠ ： 
dt CIt 

m sinq~(t)， (1) 

c M +m + +m Lcosq~㈩ = 

(z)+mLsin (z)； } ． (2) 

其中，J=mL ／3为转动惯量， (t)是摆杆与竖直 

方向之间的夹角，以弧度为单位．X(t)是小车偏离 

平衡位置的距离． (t)是对电机的力矩指令，即控 

制量．电机提供的小台车沿水平方向的驱动力f(t)= 

K．r(t)，r是电机转子输出的力矩．假设交流电机的 

由 到r的静态增益为 1／K，，并忽略其动特性，得到 

近似关系f= (详见文献[6])．取状态向量 

(t)=[ (t)， (t)， (t)，戈(t)] =[ l， 2， 3，X4] ， 

则有如下状态方程 ： 

I )22· 

戈2 

gsinxl+COSXl(一I，(t)一m／~sinxl+6 4) 

L E4／3一mc0s l／(M+m)] ’ 

戈 = X4· 

．  V(t)+mL(x~sinxl一戈2COSX1)一bx4 
— — — — — —  — — — — 一

’ 

(3) 

这是一个非线性的状态方程．非线性系统的分析和 

控制仍然是很困难的，尚缺乏统一有效的方法．为此 

我们基于多模型处理的思想，采用基于 T．s模型的 

模糊控制方法来设计控制器．由于 T．s模型的后件 

是线性的，线性系统中很多成熟的理论可以加以利 

用，而且和其他的模糊推理方法相比，其计算效率高 

(线性函数和常值函数易于计算)，推理速度快． 

各参数选择如表 1，通过MATLAB提供的函数 

1inmod[ ]将原倒立摆精确模型在O。和±45。三个工作 

点处线性化，得到线性化状态空间模型． 

表 1 倒立摆装置澄数 

Table 1 Parameters of the inverted pendulum 

由  

摆杆质心距节点的距离 L／m 0．25 

摆杆质量 m／kg 

小车质量 M／kg 

小车摩擦系数 6／(N·S·in 

重力加速度 g／(in·sI2) 

0．109 

1．32 

1 0．1 

9．8 

在O。处的状态空间模型为 戈=Al X+Bl“，其 

Al= 

O 1 O 

31．184 O O 

O O O 

— O．5947 0 0 

O 

0． 

1 

～ O． 

， Bl= 

O．7423 

±45。处的线性化状态空间模型相同，为戈=A2X+ 

B2“，其中 

A2= 

O 1 O 

20．150 O O 

O O O 

O．0165 O O 

O 

0．1529 

1 

一 O．cr72 

， B2= 

O．7 D4 

从而得到如下的T．S模糊模型： 

Rule 1： IF Xl(t)is about 0， 

THEN戈(t)=Al X(t)十Bl“(t)，(4) 

Rule 2： IF Xl(t)is about±45。， 

THEN戈(t)=A2X(t)十B2“(t)．(5) 

系统的输出为各个子系统输出的加权平均，即 
2 

∑Wi( )EA (t)+Biu(t)] 
戈(t)=上L——— —————一 = 

∑ ( ) 
i=I 

2 

∑hi( )IAix(t)+ “(t)]． (6) 

其中，w ( )=M (Xl(t))，M (Xl(t))表示Xl(t)属 

于模糊集合 的隶属度，且 
2 2 

hi( )=Wi( )／∑Wi( )∑hi( )：1． 

3 基于 T．S模型的最优保性能模糊控制器 

设计 (T—S model—based optimal guaranteed 

cost fuzzy controller design) 

由于倒立摆作为一个非线性系统经过局部线性 

化后与实际系统存在一定的偏差，以及摆杆质心距 

及导轨的摩擦系数难以精确已知等因素．因此，模糊 

。  o  

2  

凝 

O  O  
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控制器设计中有必要考虑倒立摆 T—s模糊模型中存 

在一些参数不确定性的情况．下面给出基于具有参 

数不确定性 T—s模糊模型的保性能模糊控制器设计 

方法 ． 

具有不确定参数的T—s模糊模型： 

Rule 

IF Xl(t)is 1 and⋯ and (t)is THEN 

其中 X(t)∈ 和 ／2(t)∈～ 分别是系统的状态和 

控制向量，A 和B 是已知常数矩阵，D，E 和 是 

反映不确定性结构的常数矩阵，△(t)∈2／x 是满足 

△ (t)A(t)≤ ， (8) 

的不确定矩阵． 

对系统(7)，定义一个性能指标 
r∞ 

t，=I[， (￡) 一(￡)+M (￡)Ru(￡)]dt．(9) 
U 

其中 和R为正定的加权矩阵． 

假定系统的状态是可以直接测量得到的，则研 

究的问题是对系统(7)和性能指标(9)，设计一个 

PDC结构的模糊控制器[{；一：令 力 表示第 i个子系统 

对应的控制器，即 

n ：IF XI(t)is M l and ⋯ (t)is M 

THEN U(t)=一Fix(t)，i=1，2，⋯，r． 

其中 为状态反馈增益矩阵．则整个系统的控制器为 

— r] 

(x)F (t) 

M(t)=一 一 一 ：一∑hi( (t))F (t) 
∑ ( ) 。 

(10) 

本节的主要任务是设计合适的状态反馈增益矩 

阵 ，使得对所有允许的不确定性，闭环系统 

戈(￡)：∑∑hi( ) ){E A + (t)Ea 一 
i： I ：I 

( + (t)E )F ] (t)} 

是渐近稳定的，且相应的闭环性能指标满足 J≤ 

t， ，其中．， 是某个确定的常数．称具有这样性质的 

控制律(1O)是不确定系统(7)和性能指标(9)的一个 

保性能模糊控制律． 

以下引理给出了不确定连续系统(7)存在保性 

能模糊控制律的一个充分条件． 

引理 1 对于式(7)所描述的系统，若存在对 

称正定矩阵 P和半正定矩阵Qo，满足 

+(S一1)03<0， (11) 

Vo-一204<0，i< s．t．h，n ≠ ．(12) 

则可以用 PDC结构的模糊控制器(10)使其稳定．其 

中 s>l， 

『 c —F ] 
= l* 一 0 l， l 

一  

一 一j 

= [A +Dl△(t)E 一(日 +DA(t)E6 )F P+ 

P[A +D△(t)E 一(日 +D△(t)E6 F]， 

Vo-= 

c 

一  

* * 

* * 

* * 

一  

0 

一 R一 

* 

* 

c — F 

0 0 

0 0 

一  

一  

0 

* 一 R一1 

zj=[A +Dl△(t)E 一(日 +Dl△(t)E6 ) ] P+ 

P[A +Dl△(t)E 一(日 +Dl△(t) ]+ 

[ +D△(t)％ 一( +DA(t)％)F ] P，+ 

P[Aj+D△(t)E 一( +D△(t)E 6J)F ]， 

03=diag{0o，0，0}，Q4=diag{Qo，0，0，0}． 

则性能指标满足 一 

J<XT(0)Px(0)． (13) 

引理 2l9j 给定适当维数的矩阵 y，D和E，其 

中 l，是对称的，则对所有满足 △ A≤，的矩阵△， 

l，+ DAE + E △ D < 0 

成立，当且仅当存在常数 e>0，使得 

y + ￡DD + ￡一’E E < 0
． 

下面的定理将引理 1给出的保性能模糊控制律 

的存在条件转化为线性矩阵不等式组的可解性问 

题 ． 

定理 1 对于式(7)所描述的系统，若存在矩阵 

， 和Yo，以及标量￡ >0和 ￡ >0( < )，且 

是对称正定矩阵、'，n是对称半正定矩阵，满足 

+(S一1)Y4<0， (14) 

一 2Y5<0， < s．t．h n ≠ ．(15) 

则系统(7)存在稳定化控制器(10)．其中，s>1， ， 

= 1，2，⋯ ，r， 

U = 

S△ xcT —MT 艇 一 

* 一 一 0 0 

* * 一 R一 0 

* * * 一 ￡ ， 

B 

)  

￡  

( E  ．， ￡ 

+ ， ． ．二『  ̈ 一 
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： XATi+AiX +e 肋  B M 一M ， 

= XA + AiX + sijDD 一 B 一 + 

xay+A 一BjMt—MTtDTJ， 
Y4= diag{Y0，0，o，o}，Y5=diag{Y0，0，0，0，0，0}， 

=  
E + 一 ，T T 一 1 " T 

， 

=  

证 引理 1中式 (11)两边左乘和右乘矩阵 

diag{尸-。，，，，}，并令 X=尸-。，Y0= Q0X和M = 

『乩 c ] 

I* 一 一 0 l+(s一1)diag／Y0，0，0}<0， 

【- 一R-'J 

乩 =X[A +DA(t)E。 ] +[A +DA(t)E X一 

日 +DA(t)E ]M 一 j[B +DA(t)E 

￡， +c s一· +[喜]△c z [ _0 ] + 

班 柑 
rXAT+AiX一 M 一 T DT c — ] 

￡， I * 一W 0 l， 

在定理 1的基础上，进一步来设计一个模糊控 

rain ， (17) 
Y---- (i I， ， )-．

f

(i I， ， )· (i‘ ， I， ， )·'0 

S．t．i)X >0，Yo≥0， >0，￡ ，>0， 

ii)(14)，(15)， 

iii)『 (0 1>0． L
* 

问题(17)是一个具有线性矩阵不等式约束的凸 

优化问题，可以应用 L／VII工具箱中的线性矩阵不等 

式求解器 mincx来求解问题(17)． 

4 倒立摆的保性能鲁棒模糊控制器设计 

(Optimal guaranteed cost fuzzy robust COIl— 

troller design for an inverted 1；endulum) 

考虑到倒立摆系统的不确定因素主要为摆杆质 

心距 及导轨的摩擦系数，另外，当 L，b变化时，在 

0度处线性化模型参数变化范围更大．选择 

E。LI= 

E 2= 

0 0 0 0] r 0 

， j = 

， Eb2 

5 

0 

0 

D = 0．01 X 14． 

其中 ， 表示 4阶的单位矩阵． 

对于此倒立摆系统，主要目标为尽量减小其摆 

杆偏角及位移偏差，因而选取加权阵为 

W =diag{1，0．01，1，0．01}，R =0．01． 

当初始状态 (0)：[0．2 0 0 0 时，利用 

LMI求解(17)的优化问题可得性能指标(9)的上界 

_， =0．7454和保证这一性能的PDC结构模糊控制 

器的状态反馈增益矩阵 

F1=一[207．94 41．19 39．92 40．21]， 

F2=一[100．59 20．11 17．62 18．34]． 

借助 MATLAB的 Fuzzy Logic Toolbox，选用 Sugeno 

型推理和三角形隶属度函数构造模糊控制器．对小 

车施加 厂(t)方向408(t)Ⅳ的脉冲力来考验摆的镇 

定能力，然后在施加脉冲 5 S后再给予小车0．2 In的 

位移信号来测试小车位移的跟踪性能．得到仿真结 

果如图 1和图2所示．并求得施加脉冲肘的性能指 
r6 

标．，1：I (r)dr：0．0162，施加位移信号时的性 √
0 

r1n 

能指标 ．，2=I{ (r)+( (r)一Xd) }dt= 

0．51978．其中 d=0．2 In．为了验证系统的鲁棒性， 

在系统参数改变 (L=0．6，b=0．2)情况下再次实 

验．仿真结果分别如图 3和图4所示． 

0  0  0  0  

0  0  0  

一 一 

0  0 旷 ** 一 

， 一 M 0 * * * 一 一 

耐 

* * * * * 

0  0  7  

0  0  0  0  0  0  0  

0  0  0  0  0  0  0  

0 3 0 m 0 2 
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O 5 

O 4 

0．3 

0．2 

蛋 o 1 
＼  

0 

一

0 1 

—

0 2 

—

0 3 

一 O 4 

，／ I／ms 

Ca) 闭环系统的角度响 (b) 环系统的化移响 

图 1 施加脉冲力时模型参数不变的仿真结果 
Fjg·l Simulation results of pulse signal when the parameters are penn

anent 

(a) I．寸J环亲 于自度响 (b)闭 、系t统／m的s化移响 

图 2 施加0．2 111的位移信号时模型参数不变的仿真结果 
Fig·2 Simulation results of pulse sign al when the p猢 eters are pe咖

en ( d：0．2 m) 

，／mS 

(a) 环系统的于自度响J 

O 6 

【)4 

0．2 

暑 O 

一 0,2 

～

O．4 

～

O 6 

～

O．8 

，／ms 

(b) 环系统的f 移响 

～  

图 3 施加脉冲力时模型参数改变 (￡：0
． 6，b：0．2)的仿真结果 

g· Sim ulation results of pulse sign al when the param eters are chan 
，6 ： 0．2) 

0．6 

O4 

0．2 

三 。 
泣 

一 0．2 

一

O 4 

— 0 6 

一

O 8 

(a) 环系统的角度响 (b) 环系统tl的ms化移响
7、 

图 4 施加0．2m的位移信号时模型参数改变 (￡：0
． 6，6：0．2)的仿真结果 

Fig·4 simulation resuIts of displacement sign al when the para
meters afe changea( ：0．2 m) 

3  2 ● 0 ●  2  3  4  
0 0 0 ci c； n n 

一 ～ 一 一 

E ＼ 

5 5 O 5 5 2 吣 。 训 m 

|f {l； 
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皇 
～  

． 

t|ms 

(a) 闭 系统的于仃度响J 

l|ms 

(b1 闭 系统的位移响J 

图 5 初始偏角分别为0．2 rad和0．8 rad时的仿真结果 

Fig．5 Simulation results with original angel of0．2 rad and 0．8 rad 

可见鲁棒模糊控制器具有极强的鲁棒性．当质 

心距在 0．25～0．6 m范围内，导轨摩擦系数在0．1～ 

0．2范围内变化时，系统基本保持了原有性能．在保 

证摆杆不倒的情况下，能控制小车到达指定位置(位 

移响应中可见能到达指定的0．2 m处)． 

利用 T—s模型设计的倒立摆模糊控制器另一个 

优点是其可以保证有较大的控制范围，即当初始偏 

角较大时，也能实现稳定控制．初始偏角分别为 

0．2 rad和0．8 rad时的角度响应如图5所示． 

5 结论 (Conclusion) 

研究了基于 T-s模糊模型，借助于 LMI优化工 

具，采用 PDC结构控制器，设计了倒立摆的最优保 

性能模糊控制器．仿真结果表明，基于 T—s模糊模 

型设计的模糊控制器，控制范围大，鲁棒性强，且动 

态响应迅速．通过对倒立摆的仿真实验，说明了基于 

T—s模糊模型设计模糊控制器是解决非线性系统 

特别是难以用传统方法求解的复杂非线性系统控制 

问题的一种方便的途径． 
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