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摘要：针对一类利用 T-S模糊模型近似描述的不确定非线性系统，给出了一种具有鲁棒极点配置功能的模糊 

控制器和模糊状态观测器的设计方法．首先，利用并行分配补偿(PDC)设汁思想和基于线性矩阵不等式(I_MI)的鲁 

棒极点配置理论．得到_r使整个闭环系统全局渐近稳定并满足希望的动态性能的充分条件．然后将这些条件转化 

为标准的I_MI问题．最后将该设计方法应用于倒立摆的平衡控制中，验证 r本方法的有效性． 
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Design of fuzzy control system with robust pole placement constraints 

MIAO Zhi—hong ，LI Hong—xm~ -7 

(1 Department of Basic Science，The Chine~ People’S Aimed Police Force Academy，Langfang Hebei 065000，China； 

2 Department of Mathematics，Beijing Normal University，Bering 100875，China) 

Abstract：A method of designing fuzzy controllers and fuzzy state observers with robust pole placement constraints for a 

class of uncertain nonlinear systems approximatively expressed by Takagi—Sugeno(T-S)fuzzy dynamic model was proposed． 

Firstly，based on the concept of the prallel distributed compensation(PDC)and the theory of robust pole placement，a sufficient 

condition which gtlalalltees global asymptotic stability of the whole system an d satisfies desired performance Was obtained ．Then， 

the condition Was converted to a standard linear matrix inequalities(I_MI)problem in the design procedures．Finally，the simula— 

tion of an inverted pendulum verified the effectiveness of the design method ． 

Key words：fuzzy controller；fuzzy state observer；robust po le llacement；linear matrix ineq ualities 

1 引言(Introduction) 

基于 T—s模糊模型ll ，Tanaka和 Sugeno在文献 

[2]中给出了控制系统全局渐近稳定的一个充分条 

件，主要是寻找一个共同的对称正定矩阵 尸使其满 

足几个同类型的 Lyapunov不等式．在此之后 Wang 

等学者在文献[3]中提出了所谓的“并行分配补偿 

(parallel distributed compensation)”设计框架(以下简 

称PDC)，并将系统稳定问题转化为求解几个线性矩 

阵不等式(LMIs)的标准可行解问题．但该方法中当 

反馈控制增益 Ki(i：l，2，⋯，r)未知时，得到的是 

非线性矩阵不等式(NM~s)，求解时需要预先指定反 

馈控制增益 Ki(i=l，2，⋯，r)．因此，这种方法实 

际上是验证设计好的控制系统是否稳定的方法，需 

要反复试错来设计控制器．鉴于此，Joh等学者在文 

献[4，5]中，利用 Schur补l j将文献[3]的非线性矩 

阵不等式(NMIs)转化为线性矩阵不等式(L̂Ⅲs)，并 

称其为“稳定 LMI(stability LM／)”．基于稳定 LMI他 

们提出了一个系统设计 T—s模糊控制器的方法．关 

于线性系统的闭环极点配置问题，文献[7，8]中把系 

统动态品质(如超调量、调整时间等)用 LMI区域来 

表示，其中指定的闭环极点将位于 LMI区域中，然 

后将系统闭环极点配置问题转化为求解 LMI问题． 

对于一类确定性非线性系统，文献[9]中给出了 

一 种基于LMI的模糊控制器和模糊状态观测器的 

设计方法，在该方法中系统状态的动态性能和观测 

器状态估计的动态性能分别通过对相应的局部系统 

闭环极点的配置来确定，并且，模糊状态反馈的设计 

和模糊状态估计的设计可以独立进行，即满足分离 

定律．另一面，对于参数不确定线性系统，文献[10] 

中给出了一种基于 LMI的鲁棒极点配置方法，但未 
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涉及状态观测器的设计． 

本文将文献 [10]提出的基于 LMI的鲁棒极点 

配置方法推广到一类用模糊 T—S模型描述的不确定 

非线性系统的状态反馈控制设计问题中． 

2 问题描述(Problem formulation) 

考虑如下由T—S模糊模型描述的非线性不确定 

系统 ： 

Plant Rule ： 

IF l(t)is M l and⋯ and (t)is M ， 

THEN (t)=(A +△A ) (t)+(B +AB )／L(t)， 

Y(t)= Cix(t)，i= l，2，⋯，r， 

(1) 

其中 是模糊 集； (t)= [ l(t)， 2(t)，⋯， 

(t)] ∈ 一 是状态向量； (t)=[ l(t)， 2(t)， 

⋯

， (t)] 是可量测的变量；u(t)∈：i 是控制向 

量；y(t)∈：j 是输出向量；A ，B 和C 是定常实矩 

阵，而△A = FEl，AB = FE2表示系统不确定 

性部分，这里 ，El和E2，(i=l，2，⋯，r)是已知 

的实矩阵，而 F是未知的实矩阵且 F∈ 力：： 

{F I F F≤，}． 

采用单值模糊化、乘积模糊推理和加权平均解 

模糊法，整个模糊系统的状态方程推导得 

其中 

(f)：∑hi( (f)){(A +AA ) (f)+ 
I=l 

(B +AB )u(t)}， (2) 

y(f)：∑hi( (f))Cix(f)． 
1= l 

( (f))=H M ( (f))． 
= I 

这里 M (刁(t))是模糊集 在刁(t)处的隶属度． 

设对任意的 t>0， ( (t))≥0(i=l，2，⋯，r)， 

∑w ( (f))>0，则对任意的f>0有h ( (f))≥ 
f= l 

— r1 

0( =1，2，⋯，r)， h ( (t))=1． 
1= l 

以上系统中，每一个模糊规则对应一个局部线 

性系统，本文中假设每一个局部线性系统对任意的 

F∈力是既能控又能观的．在实际应用中，并非所 

有的状态变量都能够测量到，因此有必要设计模糊 

状态观测器来估计状态变量．在本文中考虑如下全 

维模糊状态观测器： 

Observer Rule i： 

IF l(t)is M l and⋯ and (t)is M 

THEN露(t)=A 露(t)+B u(t)一L (Y(t)一 (t))， 

(t)=C 露(t)，i=1，2，⋯，r． 

(3) 

其中露(t)是状态向量 (t)的估计， 是待设计的 

状态估计增益． 

采用同样的运算方法，模糊状态观测器最终结 

果为 

未( )：∑∑hi( ( )) ，( (f))[( + 
i= 1 =1 

LiC )露(t)+B “(t)一Liy(t)]． (4) 

利用 PDC的设计思想，采用如下的控制策略： 

u(f)：∑ hi( (f))K (f)， (5) 
i： l 

这里 K是针对第i个局部线性系统待设计的状态反 

馈增益 ． 

将式(5)代人式(2)式中，整理后得到方程 

(t)=[ + Fcq] (t)+[ + 肋 g] (t)， 

(6) 

其中 (t)= (t)一 (t)为状态估计误差，而 

= ∑hi( (f)) ， 
= l 

Cq=∑∑hi( (f)) ( (f)) E
．

+ E2
i 
]， 

i= I =I ‘ 

D =∑
i=1 

( (f)) · 

(7) 

引入虚构变量 P(t)，q(t)，将上式表示为如下线性 

分式表达式(LFR)： 

f (t)=ax(t)+威 (f)+ (t)， 

{g(f)=c (f)+D (f)， (8) 
tp(t)= (t)． 

然后，将式(5)代人式(4)中，整理后得到状态估计方 

程为 

立(f)=∑∑hi( (f)) ( (f))[(A + 
i=1 J=1 

B ) (t)+，J (t)]． (9) 

8 

L● ， 

B 

∑ 川，∑ 川 

∑ ，∑ 

= = 

一A B 
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将式(9)与式(8)式相减得状态估计误差方程 (13)的极点配置到指定的LMI区域 D2中． 

主(z)： (z)一 (z)． (10) 3 模糊控制器和模糊观测器的设计 (Design 

这里 ：∑∑hi(z(z)) (z(z))(A +厶c 联 

合式(8)与式(10)，得到整个闭环系统的动态方程 

( )+( P ⋯， 
为便于进行极点配置，下面分别给出第 i个模 

糊规则对应的局部闭环状态方程和局部状态估计方 

程 ： 

(t)=[a +HFC ]X(t)+[ +HFD ] (t)， 

(12) 

(t)=(A +L C ) (t)+B U(t)一Liy(t)，(13) 

其中 A =A +B K，B =B Ki，Ca =El+E2 Ki， 

D。 = E2 K ． 

本文的设计 目标是：针对不确定非线性系统 

(1)，求出状态反馈增益 (i=1，2，⋯，r)及状态估 

计增益 厶(i=1，2，⋯，r)，使得系统达到如下的性 

能指标：1)整个闭环系统(11)是全局渐近稳定的； 

2)对 V F∈n，每一个局部闭环状态系统(12)的极 

点配置到指定的LMI区域 D。中，即每个局部系统 

是鲁棒 D 一稳定的；3)每一个局部状态估计系统 

G B 

T 
廿T Q Q 

ⅣT —H PQ 

E2 

G + 

VTiBTt+ vTtBTi 

2HT 

(TT+ ) 

H 

— QPH 

—  ， 

0 

TET 

0 

一  ， 

B i B t 

Q( + )Q 

一 2HTPQ 

E2 +E2 v／) 

of fuzzy controllers and fuzzy observers) 

首先，设计出的模糊控制器和模糊状态观测器 

应使整个闭环系统全局渐近稳定，为此，先给出以下 

稳定性定理： 

定理 1 对于不确定非线性系统(1)，如果存在 

共同的对称正定矩阵 Q及P，矩阵 ，L (i=1，2， 
⋯

，r)及正实数 满足如下矩阵不等式组： 

AQ+ 
T 

B 

CqQ 

B Bt, 

TP + 一 船  

一 B TP 一 ；tI 

Dq 0 

QCqT 

DqT 

0 

一  ， 
A 

< 0， 

(14) 

则整个闭环系统(11)是全局渐近稳定的． 

证明见附录． 

为便于用 LMI方法求出 (i=1，2，⋯，r)及 

￡ (i：1，2，⋯，r)，基于上述稳定性定理容易得到 

如下定理： 

定理 2 对于不确定非线性系统(1)，如果存在 

共同的对称正定矩阵 Q及P，矩阵 ， ( =1，2， 
⋯

，r)及正实数 满足如下矩阵不等式组： 

< 0，i： 1，2，⋯ ，r， 

这里 =AiQ+QA +B + T DT ， =A + 

+c T + c 
， QET+ T 2T，则存在一个模糊 

控制器(5)和模糊状态观测器(4)使得整个闭环系统 

(11)全局渐近稳定．这里 系统状态反馈增益为 

Ki：ViQ一(i=1，2，⋯，r)，状态估计增益为 厶 = 

P一 (i=1，2，⋯，r)． 

定理2中以 Q，P，vi及 为矩阵变量的不等式 

组(15)，(16)不是线性矩阵不等式，因此不能直接用 

Matlab的LMI工具箱求解．为解决这个问题，受到文 

献[11]中解非线性矩阵不等式的启发，这里也分两步 

来求解：1)通过线性矩阵不等式组 G <0(i：1，2， 

( + ) 

(vjTE + T 2T) 

0 

— — 22I 

(15) 

<0，i<J≤ r． (16) 

⋯

， r)与 G <0( <J≤r)，求出矩阵 Q， ( =1， 

2，⋯，r)；2)将得到的 Q及 (i=1，2，⋯，r)代人 

到矩阵不等式组(15)，(16)中，此时矩阵不等式组 

(15)，(16)变成了以 P， (i=1，2，⋯，r)为矩阵变 

量的线性矩阵不等式组．于是便可求出 P，Wi(i= 

1，2，⋯，r)． 

然后，就系统状态 X的动态性能和模糊观测器 

状态估计露的动态性能，分别进行极点配置．对每一 

个局部闭环状态系统(12)，根据系统状态 X响应的 

要求指定矩阵￡， ，从而定义一个LMI区域 D ： 

{z∈C l ．(z)：：L+Mz+M <0} ．关于鲁 

安： ， Ⅳ o 2 2 ． 
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棒极点配置，文献[10]中给出了基于 LMI的一个充 

分条件．针对本文提出的非线性不确定系统，给出另 
一 形式的定理： 

定理 3 如果存在一个共同的正定对称矩阵 

Q，存在矩阵 ( =l，2，⋯，r)及常数 >0使得 

如下的矩阵不等式成立： 

f ( ，Q)+ ( j M1 HH1’) 21’ ( Q)’、1 l 1
< 0， 

【 M2 ( ，Q) 一 ， J 

i：l，2，⋯，r． (17) 

其中％ (／4 ，Q)垒 Q+ (AiQ+ )+ 

(．4 p+B ) ‘．M = _f 2是矩阵 的满秩分解．于 

是对 V F∈力每一个局部系统(12)的闭环极点将 

配置到区域 Dl中(即鲁棒 D1一稳定 10_)，这里状态 

反馈增益为 K = p (i=1，2，⋯，r)． 

证明见附录 ． 

对每一个局部状态估计系统(13)，根据状态观 

测器的响应要求指定矩阵 L ， ，从而定义另一 

个LMI区域 D2={z∈c 1／D，(z)：=L + z+ 

M z<0；．关于模糊状态观测器的极点配置，根据 

文献[10]，有如下定理： 

定理 4 如果存在一个共同的正定对称矩阵 

P，存在矩阵 ( =1，2，⋯，r)使得如下的矩阵不 

等式组成立： 

L P+ (PA + C )+ 

(PA + G) <0(i=1，2，⋯，r)， (18) 

其中 L ：L～，则每一个局部状态估计系统(13)的 

极点将配置到区域 D2中(即 D2～稳定)，这里状态 

估计增益为 L，=P Wi(i=1，2，⋯，r)． 

注 由于模糊状态观测器中没有不确定性部分，因 

此，这里是通常意义下的极点配置．此外上述式(17)和式 

(18)均是线性矩阵不等式． 

最后，联合上述稳定性定理和极点配置定理，有 

如下定理： 

定理 5 对于不确定非线性系统(1)，如果存在 

共同的正定对称矩阵 p，P，矩阵 ，Wi(i=1，2， 
⋯

，r)及正实数 和 满足矩阵不等式组(15)～ 

(18)．则存在一个模糊控制器(5)及模糊状态观测器 

(4)，使得整个闭环系统(11)是全局渐近稳定的，并 

且系统的动态性能满足指定的要求．这里系统状态 

反馈增益为 K = p一(i=1，2，⋯，r)，状态估计 

增益为 L，=P (i：1，2，⋯，r)． 

4 仿真研究(Simulation research) 

倒立摆的动态方程为[ ] 

戈1： 2， (19) 

． 

g( +，n)sin( 1)一m／sin( 1)cos( 1) 22 
— —  一

一  

■ “ (20) 

这里 。， 2分别为摆杆与垂直方向的夹角和摆杆的 

角速度，u是作用在小车上的力，g=9．8m／s 为重 

力加速度，M =8 kg为小车的质量，摆杆长度为 

2l=1．0 m，而摆杆的质量 m是一个不确定的量， 

其取值范围是 [m0一△m，m0+Am]，这里 m0=2．0 

kg，Am ：mn X 40％．利用泰勒公式作近似替代，可 

以获得倒立摆的模糊 T—s模型： 

fRule 1：IF X1 is about 0 THEN 

l 戈=(Al+AA1) +(B1+AB1)u，y：c1戈， 
J 

I Rule 2：IF s ab。ut±号THEN 
【 戈=(A2+AA2)x+(B2+AB2)u，_y=C2x． 

(21) 

这里 

l而4／3 M‰ 。／l' I f( ( +，n0)一，n0) u J 
B1=[_一 1 ]'cl=⋯1 0t(4／3 M =I I，c1：( )， 一 ( +m0)一m0)／ 

。／l’ 

l Bz=[一 ]，cz：c·。 ． 1 Bz l— _ -J J’cz (1。)· 
其中 =cos88。，而[2~AI，AB1]： 胛 [El。，E2

。
]； 

[AA2，AB2]： F[E1 ，E22]，这里 H=[0 △m] ， 

E1
l

= [1．2208 0]，E2 =0．0052，E1 ：[6．8414× 

10一 0]，E2
2

= 5．2321× 10一． 

选取“about 0”和“about±号”的隶属函数分别为 

( 。)= —二— 三 ， ( ) 
= 1一h1( 1)．分别指定两类局部系统的闭环极点 

配置区域 D1及 D2(如图 1所示)．由于模糊状态观 
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统，因此选取相应的 LMI区域 D2位于 D．之左侧 

(见图 1)．由于被控对象是一个二阶系统，因此对应 

的阻尼系数 (或超调量)和调整时间 满足： > 

0．995％ 或 ％OS<2．55 x 10 ％， <2．67 s．由此 

可以分别获得矩阵 ， 和 ， m ．用 Matlab 

中的LMI工具箱，解出 l：[199．5309 56．1785]． 

= l4737．9 1735．9]，Ll=[一34．1521 —285．45541 ，L， 

= [一34．1517 —277．51181 ， 

I f 0．5448 —1．6829＼Q l =l I
， l ＼一l

· 6829 6·9330 ／ 

l ／3．2606 x 104 —0．1848 x 104＼ l p
— l I 

【 一＼一0
．

1848× 104 0
．
01 18×104／‘ 

(24) 

容易验证 Q和P是正定对称矩阵．于是由此设计的模糊 

控制器和模糊观测器使整个闭环系统全局渐近稳定． 

在实验中分别选择了m=m。一Am，m：m 及 

m = m0+ Am
，而初始条件为 l：50~， ，：0．实 

验结果(见图 2)说 明整个闭环系统是全局渐近稳定 

的，并满足相应的超调量和调整时间，并且三种情况 

下系统的响应差别很小，这说明系统的响应对摆杆 

质量的变化具有鲁棒性． 

5 

lm 

Re 

一

22 i ／ 0
．2 rad 

．／
／  

非线性系统，给出了一种具有鲁棒极点配置功能的 

模糊控制器和模糊观测器的设计方法
． 获得了使系 

统全局渐近稳定并满足希望的动态性能的充分条 

件，并将这些条件转化为标准的 LMI问题
． 这种设 

计方法的优势是在系统的某些参数不确定的情况 

下，可以根据要求预先设定系统的动态性能(如超调 

量 ，调整时间等)． 
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附录(Appendix)： 

定理 1的证明 

记 x：[ lT,考虑 Lyapunov函数 ( )=xT ，这 

里户=( 三)．沿式(11)的所有非零轨迹 (z)，有 
A
Q z 

v( (￡))<0成立当且仅当：对于任意满足不等式 

pT(f)p ￡)㈢(cq )(A1) 
的p(t)及 x(t)(≠0)，有如下不等式成立： 

主 (f) (t)+x (t) (t)： 

( (t) p (t))· 

f Q 一 一 P一 PC三一 ]( ：；) 0． 1 雷 I1 + 一P 1I ： }<． ＼＼ B Q～ 
一 B P 0 ) 

f QI1+QI1 QI1百 QI1 1 l 
BTQ一 P+庀 一 l+ 

＼＼ B Q～ 一B P — 1) 

⋯  co． ㈦  

r Q一+Q-I Q一 Q一 Cq 1 

l Q P+pc一 Dq I 

I B 一 P —A， 0 l · l 
cq Dq 。 一÷，j 

0>L 0 Q+M 0 ((A +HFCq)Q) 

M 0 (Q(7t +HFCq) )： 

Mo(A ，Q)+M 0 (HFCqQ)+ 

M 0 (Qc TF HT)． (A4) 

利用矩阵直积的运算，将上述不等式整理得 

Mo(A ，Q)+(Ml 0 H)(，0 )(M2 0 ( Q)) 

(M2 0 (C Q) )(，0 F )(Ml 0 圩)<0． (AS) 

上述不等式成立等价于：对于任意的非零向量 和任意的 

矩阵F∈n有 

Mo(A。，Q) +2 (M2 0(Cq Q) )· 

’ 

(，Q F )(Ml 0 H) <0． (A6) 

另外记 =(，0 )(Ml 0 H) ，并注意到 ≤，，则有 

~bTtb≤ (Ml 0 H)(Ml 0 HT) = 

(MITMl 0 HHT) ． 

这样式(28)成立的充分条件是：对于满足不等式 ≤ 

(MITMl 0 HHT) 的所有 ， 有 

Mo(A ，Q) +2~p ( j0(CaQ) ) <0 (A7) 

成立，即当 

’ ㈣ )≥。c能 
时，有 

c 

MD (A i ,Q

Q

) 。

。

(Cq
i

Q)T]( )c。． l 。( ) 0 
(A9) 

利用 S一过程，上述条件可转换为定理中的不等式，于是定理 
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