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摘要：从半局镇定角度研究了一类非线性系统的输出反馈镇定问题，这类系统具有较强的非线性增长特征．利 

用高增益观测器，把非分离设计原则应用于输出反馈半局镇定控制器设计．在不需系统具有一个一致完全可观状 

态反馈控制器情况下，给出了输出反馈控制器的设计方法．对任意给定紧子集，所设计的反馈控制器使闭环系统是 

渐近稳定的且吸引域包含指定的紧子集．最后的仿真实例说明了设计方法的有效性． 
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Semi#obal robust stabilization for a class of 

nonlinear systems with’dynamic output feedback 
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(1．Institute of Applied Mathematics，Naval Aeronautical Engineering Institute，Yantai Shandong 264001 China； 

2．School of Mathematics and System Science，Shandong Umve~ity，Jinan Shandong 250100 China) 

Abstract：The problem of semiglobal robust stabilization via output feedback for a class of nonlinear systems with nonlinear 

growth is addressed．Based on high-gain observer，the nonseparation principle Was applied to the design of semiglobally stabiliz— 

ing output feedback．A procedure for expficifly constructing dynamic output controllers Was presented without assumping that the 

systems had a uniformly completely observable state feedback．For any given compact，the resulting output compensators make 

the closed-loop system asymptotically stable at equifibrium origin with the basin of attraction containing the given compact set． 

Enally，a simulation showed the effectiveness of the resnlt． 
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1 引言(Introduction) 

在只有系统输出是可量测的条件下如何实现控 

制系统的镇定是控制理论一个重要的问题．在线性 

系统中，这个问题可以利用分离设计原则解决，即对 

可观可控的线性系统，分别设计状态反馈控制器和 

状态观测器就可以获得系统的输出反馈控制器．但 

在非线性系统，由于分离原则不再成立，利用输出反 

馈实现系统的镇定问题就是一个非常困难问题．文 

献[1]中指出了一个简单的例子， 

1 X2． 

露2= i+／L， 

Y = 1· 

这个系统可经变换／L：一 i+ 完全线性化，并且 

线性化后的线性系统是能控且可观的，但是这个简 

单的系统却不存在连续的有限维的动态输出反馈实 

现系统的镇定．近 l0年来，非线性系统的输出反馈 

镇定问题得到了广泛的关注，如文献[1～6]．在这些 

文献中可以看到两个思路．一个是对系统的增长条 

件做出限制然后用非分离设计构造输出反馈镇定系 

统，如文献[2，3]限制系统方程关于不可量测状态的 

增长是线性的．另一个就是从半局镇定角度研究非 

线性系统的输出反馈镇定问题，建立非线性系统的 

分离原则．半局镇定就是，对任意给定的紧子集，设 

计控制器使闭环系统是渐近稳定的且收敛域包含指 

定的紧子集．文献[1]在半局镇定的意义下研究了一 

般非线性系统的分离设计问题，证明了如果系统存 

在状态反馈镇定系统且状态反馈本身具有一致完全 

可观性(uniform!complete observability)，则对任意 

给定的状态空间的紧子集，可以建立分离原则构造 

输出反馈实现系统的半局镇定．但是如何判断一个 
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系统的状态反馈是一致完全可观的却是一个困难的 

问题 ． 

受文献[1，2]的启发，本文用半局镇定研究一类 

非线性系统的输出反馈镇定问题，所用的方法综合 

了前面提到的两种方法，即半局镇定意义下的非分 

离设计(nonseparation principle)．在牺牲全局镇定的 

前提下，放宽了对非线性系统增长条件的限制，允许 

增长条件关于不可量测状态是非线性的．如果考虑 

到一个系统的初始状态总是有界的，我们的结论也 

是有实际意义的． 

2 预备知识及问题描述(Preliminaries and 

problem formulation) 

本文考虑如下形式的系统 

1=X2+ (t， ，“)， 

一

1 = X + 
一 1(t，X，“)， (1) 

=“+ (t，X，“)， 

Y = X卜 

这里 X：(X ”，X ) ，X E ，i=l，⋯，n是系统 

状态变量，“E置是控制输入，Y E 是系统输出， 

， = l，⋯，n均为连续函数并且满足如下假设： 

假设 l 存在非负连续函数 q ( 一， )，使 

得对任意实数 ￡≥l，成立 

l L-(i-1) (t， 1，142，⋯， ，“)l≤ 

(1 1 l+⋯+l 1)q ( 1，⋯， )． (2) 

注 l 下面具体给出一个假设 1成立的充分条件：对 

任意 1≤ i≤n，存在连续非负函数 q(X1)使得 

l (t，x，u)l≤ 

q(X1)(1 。l+l +⋯+ 一 l +l Xi l)．(3) 

验证如下：当 L≥1时， 

j L一‘‘一 (t， l，／42，⋯，L一‘ 一̈ ，Ⅱ)l≤ 

L-(i-1)q( 1)(1 l l+l硷 l +⋯+l 毫一l l t-1+l 。￡1)≤ 

q(∈ )(1∈ {+⋯+l专f)(1+l∈ +．．·+l专一 l尚)． 

假设 1成立．在式(3)中可以看到，这里对系统(1)提出的增 

长条件(growth conditions)关于状态变量可以是非线性的． 

注 2 文献[2]研究了系统(1)的输出全局镇定的问 

题，提出的条件为：存在正数 c使得对任意i：1，⋯，n都有 

l (t， ，“)l≤c(j l l+⋯+l 1)． (4) 

文献[3]研究了与系统(I)类似的具有下三角结构的非线性 

系统 

I=X2+A(Xl，“)， 

一 I=X + 一I(Xl，⋯ ，Xn-l，“)， (5) 

=  (Xl，⋯ ，X ，u)， 

y I· 

的输出反馈全局镇定问题，所提出的条件是 

』 (Xl，X2+ ，⋯， +专，“)一 ( l， 2，·一， ，“)l≤ 

y( 。)(1 j+⋯+l专1)． (6) 

对系统(1)，本文研究其输出反馈半局镇定的问 

题．问题叙述如下：对任意给定的 K >0，寻找动态 

输出反馈控制律 

毒= ( ，Y)，“=面( ，Y)， (7) 

∈曼 ，满足 (0，0)：0，面(0，0)：0，使得由式(1) 

～ (7)构成的闭环系统满足：存在 K2>0，闭环系统 

在平衡点(X 一，X ， )=0处是渐近稳定的并且吸 

引域包含 

{X E曼 ：1 X 1≤K1}X{ E R ：1 l≤K2}． 

这一问题的提出主要是建立在文献[1，2]的基 

础上，本文的结论是，在假设 1的条件下，上面的问 

题是有解的． 

为解决本文的问题给出两个引理． 

引理 1 考虑如下的系统 

2=F(t，z)． (8) 

其中 z E R ．F是连续函数且 F(t，0)=0．如果存 

在一个光滑的正定径向无界函数 V(z)，K类函数a 

和正实数 ，使得对任意满足 V(z)≤ 的z成立 

F(￡，z)≤一口(1 z 1)， (9) 
u  

则系统在平衡点 =0是渐近稳定的并且吸引域包 

含{z：V(z)≤ }． 

证明参见文献[7]． 

引理 2 考虑系统(8)，假设存在一个非奇异的 

线性变换 三=Tz把系统(8)变为如下形式： 

三： (t，三)． (10) 

如果存在正实数 ， 和一个光滑的正定径向无界 

函数V(三)，使得 
1  

(￡，乏)≤一 I I (11) 

对所有满足 V(三)≤ 的 成立，则存在正实数 a和 
一 个光滑的正定径向无界函数 V(z)，使得 

V F(￡
，z)≤一口l z l (12) 

对所有满足 V(z)≤ 的z成立． 

证 经 =Tz变换后有 

F(t，三)= TF(t，T 三)， 
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故 

F(t，Tz)= TF(t，z)． 

利用 (三)构造 

(z)= ( )， 

则 

：  

rF( )= 

O V l ( ， )： ( )1 ． dz l 
z ： dz l：= 

当 (z)= ( )≤ 时，由已知条件(11)得 

0
．

VF(
、  ，

z)： 

》 ) ≤ 一 ． 
设 的最小特征根为 ，便得 

VF( )≤
一 a I z I ． 

其中 a： 1． 证毕． 

3 主要结论(Main results) 

建立系统(1)的动态补偿器首先要构造系统状 

态变量观测器，然后基于观测器和系统(1)设计最终 

的补偿器．这里不同于线性系统补偿器设计中的分 

离原则，即分别设计系统的状态反馈控制器和观测 

器，然后建立系统的动态补偿器，而是直接基于观测 

器设计控制器．建立系统(1)的状态 ( 一，‰) 的 

观测器： 

= 2+La1(Y一 1)， 

一 1 ：

主 +Ln-1~n-l(y一 (13) 

= M+L"a (Y一贾1)． 

这里 L≥1是待定正实数，n 一，n 是一个Hurwitz 

多项式的系数，即使得多项式 

P( )： +nl 一 +‘’‘+n 一l +n 

的根全部具有负实部． 

定理 3 假设系统(1)满足假设 1，则对任意给 

定正实数 K1，K2>0，存在实数 ，⋯， ：，反馈控 

制器 

M=一(L 元1+L 元2+⋯ +L ) (14) 

使得由式(1)，(13)和(14)组成的闭环系统在平衡点 

( 一， ，元 一，竞 )=0是渐近稳定的，其吸引域 

包含曼” 中的紧子集{ ∈ ：I I≤K1}×{ ∈ 

：I 1≤ K2}． 

证 对系统(1) (13)进行非奇异的线性变换 

爷  =一XiLi-1 一 (15) ’77 一， ，⋯，肌 L D 
这里 与式(13)中的 L相同．在新的坐标系下系统 

表示为 

e1=Lez—Lal e1+f1， 

2 Le3一Lazel+f2， 

e = 一 La e1+ ， 

1 纫2+ 1 e1， (16) 

2= 3+ Lazel， 

=  

1 
u + 栩 ， 

y = 01+ 1． 

其中 

=  

L-(i-1) ( ，e1+_i71，L(e2+02)，⋯， 一 (e +_i7 )，M)． 

选取 6 ，6 一 ．．，61是一个 Hurwitz多项式的系数， 

即使得多项式 

q( )= +6 一 +⋯ +62 +61 

的根全部具有负的实部，选取如下形式的反馈控制器 

M =一L (61 1+62 2+⋯ +6 )． (17) 

引入记号 

= (e 一，e ， 一， ) ， (18) 

则闭环系统(16)，(17)表示为 

}=／．40 +F(t，L， ，M ) ． (19) 

这里 

F(t，L， ，M )=(f 一， ，0，⋯，0)， 

A ： 

C = 

一 n 1 

， 

一 nr
一 1 

一 n． 0 

n1 0 

n2 0 

● ●  

： ： 

n， 0 

⋯ 0J 

· ‘ 0 

· · ’

0 

●  

： 

⋯  0 

。B ： 

0 

， 

0 

— 61一b2 ⋯ 一6， 

，A。=(Ac 

由 n 一，n r-l，n，，b 一，b r_l，b，选取知A0为 

稳定阵． 

由假设 1 

l l≤(1 e- ．．+ - -．+l 1)· 

g (el+ 1，⋯，e + )≤ 

I ( )． 
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这里 ( )为一适当的非负连续函数．于是存在非 

负连续函数 ( )，使得对任意 ∈署“和任意 L≥ 

1成立 

l F(t，L， ，u )I≤ l I R( )． 

定义 ”“上的紧子集 

A = { 1～X2： l，X2∈ 

{( T， ) ： 1∈：i—n， 2∈． ，l 1 l≤K，l 2l≤／~t}． 

其中K=max{Kl，K2}．由于 Ao是稳定阵，所以存在 

正定阵 P。，使得 

A6P0+PoAo=一，． 

设 Po最大特征值分别为 1，记 

=max{ l ： ∈A}， 

构造 

( )= Po ， (20) 

于是对任意 ∈A都有 

( )≤ Po ≤ ． 

在紧集 { ： ( )≤ }上，对函数 R( )，由其 

连续性知，存在 C>0，使对满足 ( )≤ 的 ，都 

有 

R( )≤ C． 

计算 ( )沿系统(19)解的方向导数 

：  (LA。 +F(t，L， ， ))≤ 

一 L l l +2 ll P0 ll l F(t，L， ，u )I l I R( )≤ 

一  l l +2c ll Po ll l l 2． 

此处 ll·1l表示矩阵的Frobenius范数．选取 

： 2C lI P0 ll+1， (21) 

可得对满足 ( )≤ 的 有 

≤一I I ． 

现在回到原坐标系下研究对由(1)和(13)组成 

的复合系统，取部分状态反馈 

= 一  (61牙1+62 牙2+⋯6 (“一 ’ )= 

一 (bl L l+⋯ +6 L 元 )， (22) 

则由式(1)，(13)和(22)组成的闭环系统经非奇异线 

性变换(15)可变为系统(19)．由引理2及证明，取 

( 1，⋯， ，戈1，⋯，牙 )= 

( 。， ，⋯毒)，(23) 
则 沿由式(1)，(13)和(22)组成的闭环系统的解 

的方向导数 对任意满足 

( l，⋯， ， l，⋯， )≤ 

的 ( 一， ，元 一，牙 ) 成立 

≤一a I( ．．， ， 一， ) l ， (24) 

其中a为某一正实数． 

下证 

( 1，⋯， ， 1，⋯，露 )T： ( 1，⋯， ，牙1，⋯，牙 )≤ }3 

( 1，⋯， ) ∈ “：l( l，⋯， ) l≤Kl}× 

({ 一，{ ) ∈j ：l(戈 一， ) 1≤K2}． (25) 

由 和 的定义式(20)及(23)，可得 

( l，⋯， ，牙l，⋯，孟 )= 

( ⋯， ，⋯， )≤ 

。[(xl-xI ⋯+(爷  ．．+(
一

xn 

l[( 1一贾1)2+⋯+( 一 )2+ }+⋯+ ]． 

对任意满足 l( ，⋯， ) l≤Kl的( ，⋯， 

‰)T和任意满足l(戈 一，戈 ) l≤ 的(贾 一， 

戈 )T，都有 

( 1，⋯， ，0，⋯，0) ∈ 

{( ， j) ： 1∈： ， 2∈曼“，1 1 l≤K，l 2 l≤ }· 

(牙1，⋯， ，一戈1，⋯，一牙 ) ∈ 

{( T， j) ： 。∈ “， ：∈ “，l 。l≤K，l ：l≤ }， 

所以 

( 1一元1，⋯， 一 ，牙1，⋯，牙 )T∈ A． 

于是利用 定义即得 

( l，⋯ ， ，孟l，·一，孟 )≤ 

1[( 1一牙1)2+⋯+( 一元 )2+牙{+⋯+牙 ]≤ ， 

即式(25)成立．利用引理 1，本定理得证． 

注 3 最终得到补偿器的形式为 

主1= 2+L 01(Y一牙1)， 

x 
一 1= + L 0 一 1(Y一牙1)， 

= 一 (b1上， 牙1+62 露2+⋯ +6 L )+ 

0 (Y一 1)， 

= 一 (bl 贾l+62 露2+⋯ +6 牙 )． (26) 

这是一个高增益的线性补偿器．这个补偿器具有鲁棒 

性，因为在设计过程中只应用了系统的增长条件．在证明中 

我们可以看到反馈的增益的大小不仅依赖于事先指定的紧 

子集，也依赖于系统的非线性程度．如果系统增长条件(3)中 

变量的幂次较大，可能会导致增益过高而产生严重的峰现象 

(peaking phenomenon)[1，6，8]影响控制器的实用性． 

下面给出一个具体的推论，这个结论与文献[2， 

3]中的结论形成明显的对比． 
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推论 4 假设系统(1)满足条件：对任意 1≤ i 

≤ rt，存在连续的非负函数 ( 1)，1≤ ≤ i，使得 

I (t， ，u)l≤ 

q(x1)({ l I+l 2 +⋯+ —l{ l--I+ 1)， 

(27) 

则对任意给定正实数 Kl，K2>0，存在动态输出反 

馈(26)，使得由式(1)，(26)组成的闭环系统在平衡 

点( 一， ，元 一，贾 )=0是渐近稳定的，且其吸 

引域包含__． 中的紧子集{ l∈⋯-2 ：l XI l≤Kl}X 

； 2∈一-q． ：1 X2 l≤K2}． 

4 算例与仿真(Examples and simulation) 

考虑系统 

r戈l X2+ l sin i， 

{戈2=u+ }+ l+ 2， (28) 
【y= 

． 

系统(28)不具有文献[3]所研究的下三角形式(5)， 

也不满足文献[2]的条件(4)，但可以验证 

l fl(t， ，u)l= 

{XI sinx’l≤{ l l (t1 sinx~ 1 J2 t， ，u)l≤ 1 I≤1 l l L， ，u l≤ 

(1 l+1)(1 {+l 1)， (29) 

即系统(28)满足条件(27)． 

取 

。l= 2，。2= 2，bl= 2，b2= 3， 

利用定理 3证明步骤可得系统 

亭=LAo +F( ， )， (3O) 

其中 

A0 = 

一 2 1 O O 

一 2 O O O 

2 O O 1 

2 O 一2 —3 

为了获得较小的 ，预设 L≥ Lo，估计 F( ， 

)可得 

l F( ， )l≤2 l 『(1+ l el+ l{+L6 )， 

故可取尺( )=2(1+L6 {el+ l l+L6 )． 

Lyapunov方程 

o+ A P = 一 ， 

的解为 

P0 = 

Po的范数为 

31／2O 

一 1／2 

3／5 

1／5 

I Po ll 

一 1／2 3／5 1／5 

91／40 7／10 3／10 

7／10 5／4 1／4 

3／10 1／4 1／4 

： 、 两 ／40，Po的最大特征 

根为 =2．71． 

给定 Kl=K2=K，构造紧子集 

A={ l— 2： l， 2∈{ l∈： ：l l ≤K}× 

{ 2∈rz 2：{ 2{≤K}}． 

在 A上， Po 的最大值 ≤82l K ，在{ ： P0 ≤ 

}上 尺( )的上界为 

C=2(1+L √8K+L6 )． 

综上，由式(21)得 =2 ll P ll c+1，最后得 

到系统(28)的补偿器为 

r主l=戈2+2L (Y一贾1)， 

{主2=一2 2*贾l一3L 贾2+2 (Y一贾1)，(31) 
【u：一2 戈l一3L 贾2

． 

选取设计参数 K=5， =2O，计算得 = 

25．13．选取系统初值 

= 5， 2=2，贾 =3，元3=2， 

仿真结果如图1，图2所示，图 1是变量 】和贾 

的轨线，图2是变量 2和贾2的轨线． 

图 l 状态 l和 豆l的轨迹 

Fig．1 Trajectories of and孟 

t／S 

图 2 状态 2和x2的轨迹 

Fig．2 Trajectories of 2 and 22 

注 4 结合仿真实例和定理3的证明，有两个现象需 
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要注意 ，一个是闭环系统 (28)和(31)的实际吸引域比事先指 

定的区域要大，但是从指定的区域出发的状态，不仅是渐近 

到原点，而且整个解一直保持在区域 (Xl， 2，X1，贾2)≤ 

中，这里 

( l， 2， l， 2)= P0 ， 

= ( l一 l，L ( 2一元2)，戈1，L 贾2) ． 

另一个是，补偿器(31)是一个高增益的反馈控制器， 

高增益反馈的一个本质特性就是“峰”现象(peaking 

phenomenon)[ ，即系统状态会有一个瞬间的“超 

调”，然后快速趋于0，这在图 2表现的非常显著，但 

系统状态会一直保持在状态空间的紧子集 {( ．， 

2，Xl，X 2)： ( l， 2， l，置2)≤ 中，不会在有限 

时间内逸出． 

5 结语(Conclusions) 

在半局意义下，本文研究了一类非线性系统的 

输出反馈镇定问题．对任意给定的状态空问的紧子 

集，我们利用非分离设计方法构造出了动态输出反 

馈控制器，使得闭环系统是渐近稳定的且吸引域包 

含指定的紧子集．由于本文所考虑的非线性系统允 

许系统的增长条件关于不可量测状态变量是非线性 

的，本文的结论可以面向更一般的非线性系统． 
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