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不确定控制系统概率鲁棒性分析——自适应重要抽样法 
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摘要：将 自适应重要抽样(AIS)法应用于不确定控制系统的概率鲁棒性分忻问题，克服了标准 Monte Carlo仿 

真(MCS)方法不能有效解决小概率事件的困难．给出_『一种新的 AIS方案．首先采用了一种递归的估计条件众数 

算法来产生一组使得系统不稳定或性能不叮接受的不确定参数向量样本．然后利用这组样本来估计初始高斯型重 

要抽样密度函数的参数，并执行随后的迭代仿真过程．仿真结果验证了该方法的有效性． 
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Probabilistic robustness analysis of uncertain control systems 

using adaptive importan ce sampling 

W U Huai—ning．CAI Kai—yuan 

(School of Automation Science and Electrical Engineering，Be0ing University of Aeronautics and Astronautics，Be0ing 100083，China) 

Abstract：Adaptive importance sampling(AIS)method is applied to probabilistic robustness analysis problem of uncertain 

control systems．in order to overcome the difficulty that the standard Monte Carlo simulation(MCS)method cannot efficiently 

deal with rare events．A new AIS scheme is presented ．First，a recursive algorithm estim ating conditional mode was employed to 

generate a set of uncertain param eter vector samples which lead to instability or unacceptable performance of systems．And then， 

the subsequent iterative simulation procedures were taken with initial Gaussian importance sampling density function whose pa— 

rameters were estimated by using this set of samples．Simulation results were provided to veilfy the effectiveness ofthe propo sed 

me thod ． 
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l 引言(Introduction) 

众所周知，基于最坏情形的鲁棒控制方法lJ 具 

有很大的保守性，而且近年的研究表明，许多鲁棒性 

分析与综合问题是 NP一难度的_2j．为了降低基于最 

坏情形方法的保守性以及突破 Np-难度障碍，已由 

Stengel等人 0 J深入研究的概率方法近年来又重新 

引起许多学者的关注_4 J． 

由于不确定参数向量与系统性能函数之间的关 

系通常比较复杂，因此在目前的概率鲁棒性分析中 

均采用 Monte Carlo仿真(MCS)方法来估计系统性 

能(包括稳定性)可接受或不可接受的概率．然而，当 

性能不可接受概率很小时，标准MCS方法所要求的 

仿真次数可能相当巨大，这在计算上通常不可行． 

重要抽样(IS)法_9_9是一种改进抽样效率方法， 

其通过修改抽样过程，用 IS密度函数代替原来的抽 

样密度函数，使出现性能不可接受的不确定参数向 

量样本数量增加，从而提高抽样效率．自适应重要抽 

样( S)算法l10- 』则是在仿真过程中采用迭代方 

式来估计 IS密度函数，它最早是由 Bucher~101提出 

的，用于确定机械结构系统的失效概率．而 Stadler 

与Royl12]则改进了文献[10]中的 AIS算法，并将其 

应用于高性能通讯系统中．然而文献[12]与[10]中 

的算法存在同样缺点，就是如果初始参数(均值和协 

方差)选择的不好，会增加算法的收敛时间或影响失 

效概率估计的精度． 

为了减少仿真次数，作者将采用 AIS算法来处 

理不确定控制系统的小概率鲁棒性分析问题，并对 

文献[12]中的AIS方案进行改进．首先，对系统的不 
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确定参数向量进行预抽样，采用了一种递归的条件 

众数估计算法来产生一组使得系统性能不可接受的 

不确定参数向量样本．然后，利用这组样本来估计初 

始高斯型 IS密度函数的参数，并执行随后的自适应 

重要抽样过程．最后，通过一个简单例子验证了本文 

算法的有效性． 

2 问题描述(Problem formulation) 

令 口=[ql q2 ⋯ qz] 为控制系统的一个 

随机参数向量，其在紧集 Q中有界，也即 口∈ Q，且 

概率密度函数为_厂(q)．令实标量可测函数 l，(q)：～ 

一I_一为某一性能函数．在鲁棒控制理论中，经常要解 

决如下一个鲁棒性(包括稳定鲁棒性与性能鲁棒性) 

分析问题： 

给定一个性能水平 y，对于所有 口∈ Q，检验 

l，(q)<y或J(口)≥ y是否满足． 

在目前的概率鲁棒性分析中，l，(口)<y表示性 

能可接受，l，(q)≥y表示性能不可接受．性能不可 

接受的概率可写为 

P，=Pr(J(q)≥y)=l_厂(q)dq： 
’ 

f 

}／(口)，，(口)dq． (1) 

其中 Qr={q：，(q)≥ y，q∈Q}为使性能不可接 

受的所有不确定参数向量集合，，，(q)为指示函数， 

满足 

lf(q = ： 
显然，性能可接受的概率为 1一P，．由于参数向量 口 

与性能函数之问的关系比较复杂，故在概率鲁棒性 

分析中常采用 MCS方法来近似计算 P，，也即，根据 

给定的概率密度函数_厂(q)，随机产生 个独立同 

分布的样本值口 (i：1，2，⋯， )．若样本数足够 

大，则有 

一 =瓦1 (鼋 )
． (3) 

给定精度 ￡∈ (0，1)，置信度 ∈(0，1)，由著名的 

Chemoff界l ]可知 ，如果 

≥ ， (4) 

则有 

Pr{J Pl— r J≤￡)≥1一 ． (5) 

然而，对于具有高鲁棒性的控制系统来说(P，值很 

小)，口落入 集合中的概率会很小，也即抽样效率 

会很低．在对这类系统进行概率鲁棒性分析时，为了 

得到足够的使得系统性能不可接受的不确定参数向 

量样本，MCS方法要求的仿真次数可能相当巨大， 

这在计算上通常不可行．为表达方便起见，以后将使 

得系统性能不可接受的不确定参数向量样本简称为 

不可接受样本． 

3 自适应重要抽样法(Adaptive importance 

sampling method) 

IS法是改进抽样效率的方法之一．其基本原理 

描述如下 j： 

在式(1)中引入一个 IS密度函数 h(口)，可得 
r 

Pr=l，g(口)h(q)dq， (6) 
U 

其中g(g)： (口) ，则估计式(6)中的积分的 
n q， 

MCS算法是：根据 Is密度函数 h(q)，随机产生 

个独立同分布的样本点q (i=1，2，⋯， )．若样本 

数足够大，则P，的估计值可由下式给出： 

， 

pr= 1∑g(q )． (7) 
T 

i=1 

P，的方差可由下式估算： 

· r 

( )： 1{j (q) h(q)dq—p (8) 
如果将 IS密度函数选为 

h(口)=hopt(口)=，，(q)f(口)／p，， (9) 

则 芦，的方差等于零，与仿真的次数无关．但由于 P， 

是个未知的待求量，所以想得到最优的 IS密度函数 

是不可能的． 

IS密度函数 h(q)的选择是 IS仿真成功的关 

键．如果选择了合适的 h(口)，则只需很少的样本数 

便可得到P，的一个可靠估计；否则，IS过程的效率 

可能非常低．目前关于 IS方法的研究大多是为最优 

IS密度函数选择合理的近似．在经典的 IS方法中， 

通常假定 IS分布属于一个参数族 h(q 1 0)，然后选 

择参数向量 0使得式(8)达到最小．但是，除了最简 

单的系统之外，所得优化问题通常与直接计算 P，具 

有同样复杂度．而 AIS方法则避开了直接优化，它采 

用迭代的方式来逼近最优 IS密度函数． 

文献[10]给出了一种基于条件均值与协方差的 

参数 AIS算法．该算法选取了一个 维无关高斯型 

密度函数h(口)作为统一的 Is密度函数，并将失效 

样本的条件均值 ，与协方差 }的估计值作为h(口) 

的参数．假定已根据 h(口)得到一组失效样本 = 

[qPf， ． ⋯ ]T，i=1，2，⋯，，v，．如果采用 
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标准的条件均值及协方差估计，则有 

=_，1 "f 
， 

定．令 i=1， = ，并计算 ( )． 

2)选取肛 作 新的采样中心去抽取第i+1i I r14fly 个 
0 不可接受样 

，，并计算 ( ，)． 

}=— diag{62，f， ；，f，⋯， ；，，)， (11) 
”j 一 

其中 ，=[ Y2 ⋯ ] ，diag{·}为对角矩阵， 
、， 

；、r=∑( 一 ) ， =1，2，⋯，f．然而，文献 
i：l 

[12]已证明，采用式(10)去估计失效样本的均值是 

有偏的，这会影响算法的收敛性．文献[12]为 ，给 

出了如下一个(弱)一致估计器： 

厂( ) 高  ‘ 2 
i=l (̂ ) 

同时文献[12]也表明，其算法与文献[10]中的算法 

存在着同样的缺点，就是如果初始参数(均值和协方 

差)选择的不好，会增加算法的收敛时问或影响失效 

概率估计的精度．而且文献[12]的算法只将当前仿 

真的结果作为最终的估计结果或作为下一次仿真的 

IS密度函数参数，并没有考虑以前的仿真结果，从 

而使得计算结果有较大的波动．另外，文献[12]的收 

敛判据取决于失效样本的均值，这显然不太合理，因 

为算法真正关心的是失效概率 ．基于此，本文中对文 

献[12]的算法进行改进，并将其应用于不确定控制 

系统的概率鲁棒性分析问题中． 

4 一种新的 AIS算法(New AIS algorithm) 

同文献[10]及[12]一样，本文中选取一个 f维 

无关高斯型密度函数 h(g)作为统一的 Is密度函 

数．为了避免初始参数选择对算法的收敛时问或性 

能不可接受概率估计的精度有较大影响，本文中首 

先对系统的不确定参数向量进行预抽样，产生 个 

不可接受样本．然后，根据这些样本来估计初始 

h(g)的参数，使其不会偏离真实均值与协方差较 

远，并执行随后的迭代仿真过程． 

虽然用于估计初始 h(g)参数的样本点可通过 

标准 MCS得到，但由于在 Q，内抽取样本的概率与 

性能不可接受的概率P，相等，这对 P，很小的控制系 

统来说需要大量的抽样，这同样是计算昂贵的．为克 

服该困难，本文中将采用一种递归的条件众数估计 

算法来产生一组不可接受样本，用于估计初始 

h(g)的参数，其步骤如下： 

1)选择一个不可接受样本点 ，这可以根据原 

始的概率密度函数f(g)来随机搜索，也可以事先确 

3)计算肛 ，=arg max{ ( +，)， ( ))，并令 

= + 1． 

4)重复进行步骤2)与3)，直到找到 个不可 

接受样本为止．所用的仿真次数为 ． 

然后，令 r(0)= ，且按式 (11)来计算 

ai(o)，并将 r(0)和ai(o)分别作为初始h(g)的 
均值参数和协方差参数．这样就可令 =1，s=0， 

并按下述步骤执行随后的迭代仿真过程： 

5)将 r( 一1)与ai(i一1)作为Is密度函数 
h(g)的参数执行第 次仿真过程(进行Ⅳ 次抽样)． 

假定在第 次仿真过程所估计的均值 ，协方差 

√及性能不可接受概率 r'f可分别按式(12)，(11) 

与(7)计算．为了使计算结果波动较小，并考虑以前的 

仿真结果，采用如下迭代方式对所得结果进行修正： 

( )=÷( ， + ， )= 

( 一1)+ (13) — ，L，一l + ， ， Llj 

( )={(∑ ， + = 

( 一1)+ (14) 

( )=专( ， + ， )= 

( _1)+ (15) 

令 = +1，重复进行上述抽样过程第 5)步， 

直到性能失效概率收敛至一个可以接受的精度水 

平．本文采用如下收敛性判据： 

6)预先给定一个容许误差界 e，计算 ： 

)__=__ 
，女口果 > ，贝0令 ：0，并 

f J— s一 1) 

返回到第 5)步；否则，令 s=s+1，返回到第5)步． 

如果s>lO(也就是说如果连续 10次迭代都有 ≤ 

e)，则仿真过程停止． 

5 仿真示例(Simulation example) 

下面将用一个简单例子来说明所建议算法的有 

效性．考虑如下不确定线性 自治系统： 

戈(t)=(一3+g) (t)， 

其中 g为不确定参数，假定 q是一个服从标准正态 
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分布的随机变量．目的是确定系统的不稳定概率P，， 

这等价于计算 q≥3的概率．通过数值计算可知： 

P，=1一 (3)= (一3)= 1．3499×10一 ，其中 

)= e一等 

现在，就利用上节所建议的算法来估计 P，．选 

取 M=200，运行上节步骤 1)～4)产生 个不可接 

受样本，该过程所用的抽样次数为 ／v =l135．通过 

计算可得 ，(0)=3．0026， =1．2157，，并将其作 

为初始 Is密度函数的参数．取 ￡=0．001，采用不同 

的 Ⅳ，，运行上节步骤 5)，6)，当算法收敛时，所估计 

的结果如表 1所示，其中相对误差 

： × l00％ 
pf 

表 1 本文中算法所估计的结果 (M =200) 
Table 1 Results estimated by the proposed 

Mgofithm(M =200) 

图 1给出了Nr=200时的仿真结果与迭代次数 

之间的关系．另外，通过选择不同的 进行仿真，可 

以得出这样的结论：随着 的不断增大，其对初始 

Is密度函数参数的影响不断减小．由于对初始 Is密 

度函数参数进行预估的工作是近似的，因此，无需将 

选择的太大而增加预抽样的时间．利用标准MCS 

方法所估计的结果如表 2所示． 

图 1 仿真结果与迭代次数之间的关系 
Fig．1 Relationship between sinaflation results and iterafive珈Ⅱnber 

表 2 标准MCS方法所估计的结果 

Table 2 Results estimated by standard MCS method 

6 结论 (Conclusion) 

本文采用 AIS算法处理了不确定控制系统的概 

率鲁棒性分析问题，并对已有的基于条件均值及协 

方差的 AIS算法进行了改进．首先，采用了一种递归 

的条件众数估计算法来产生一组使得系统性能不可 

接受的样本．然后，利用这组样本来估计初始高斯型 

Is密度函数的参数，并执行随后的迭代仿真过程． 

而且，文中也给出了一种迭代计算性能不可接受概 

率的方法及收敛判据，从而降低仿真结果的波动性 

以及终止自适应抽样过程．最后，仿真结果也验证了 

本文方法的有效性． 
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2004年第 23届中国控制会议 

会 议 纪 要 

由中国自动化学会控制理论专业委员会主办的第 23届中国控制会议于2004年 8月 11日至 13日在美 

丽的江南水乡无锡市举行．本次会议由上海交通大学、华东理工大学、江南大学承办，IEEE控制系统协会 

(IEEE／CSS)、日本仪器与控制工程师协会(SICE，Japan)、韩国控制自动化与系统工程学会(ICASE，Korea)、 

中国科学院数学与系统科学研究院系统科学研究所、上海市自动化学会协办． 

作为专业委员会工作的一项重大改革，本次会议的组织工作主要由承办单位具体负责，控制理论专业委 

员会在挂靠单位中科院数学与系统科学研究院的指导与支持下，与上海交通大学、华东理工大学和江南大学 

进行了愉快的合作．通过积极认真筹备，本次会议共收到投稿论文434篇，是中国控制会议自1979年首届会 

议以来的25年间收到投稿论文最多的一次．经过控制理论专业委员会组织专家评审，录用论文 346篇，会议 

论文集由华东理工大学出版社正式出版．这次会议的论文集将被 INSPEC收录． 

本次会议注册人数达到 356人，是中国控制会议历史上规模最大的一次，其中据不完全统计，来自国外， 

包括美国、日本、韩国、英国、加拿大、新加坡、苏丹、利比亚的注册代表 24人，香港地区代表 5人，两者合计占 

代表总数的8％以上．国内控制界的5位中国科学院院士郭雷、陈翰馥、冯纯伯、黄琳、吴宏鑫齐聚会场，共同 

对会议的决策、导向献计献策． 

会议开幕式于2004年 8月 11日上午在无锡紫京会议中心报告厅召开．开幕式由大会组织委员会副主 

席、江南大学纪志成教授主持．无锡市委书记王荣、江南大学党委书记简大均出席了开幕式，他们分别介绍了 

无锡市和江南大学的发展现状及未来的发展蓝图．开幕式上国际自动控制联合会执委、大会总主席陈翰馥院 

士回顾了当年关肇直先生为推动控制理论和应用在中国的发展，联合控制界知名人士提议于 1979年召开了 

第一届全国控制理论与应用学术年会(中国控制会议的前身)．如今新一届控制理论专业委员会继续加强中 

国控制会议对理论与应用两方面的推动作用，并积极致力于中国控制会议的国际化，使中国控制会议有了新 

的突破与发展．中国自动化学会副理事长、大会程序委员会主席席裕庚教授汇报了第 23届中国控制会议的 

程序和组织工作，中国自动化学会控制理论专业委员会主任程代展教授汇报了控制理论专业委员会的年度 

工作及对中国控制会议发展的设想和展望。 

本次大会特别邀请了6位国内外知名学者做大会报告，他们分别是美国MIT的Dimitri P．Bertsekas教授 

(美国工程院院士)、日本东京大学的Yoichi Hori教授、华东理工大学的王行愚教授、美国Illinois大学的Mark 

W．spong教授(IEEE Fellow，IEEE／CSS主席)、美国Texas大学的 Frank L．Lewis教授(1F,,F,E Fellow)和上海交 

通大学的吕勇哉教授(IEEE Fellow)．报告内容涉及控制理论及其在行走机器人、电动汽车、金融市场等领域 

的应用，反映了这些前沿领域的最新进展和重要成果． 

由于论文数量多，这次会议首次安排了张贴论文．根据会议时间安排和会场情况，安排了208篇口头报 

告，8l篇张贴论文和一个研讨会(Round table discussion)．El头报告分4JD个专题小组 ，包括7个邀请组报告，4 

个为English Session．本次会议继承和发扬了中国控制会议严谨求实的传统，坚持以学术交流为会议的中心任 
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