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摘要：研究线性分式不确定系统的动态输出反馈保成本控制．采用线性矩阵不等式(LM／)方法证明了保成本 

控制器存在的充分必要条件等价于一个 LMI可解性问题，通过该条件将求解闭环系统的成本函数上界的最小值问 

题转化为一个凸优化问题，利用该凸优化问题的解，得到动态输出反馈控制器的增益矩阵，并且给出了摄动参数允 

许最大摄动界的一种算法． 
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Guaranteed cost control and robust bound for 

linear fracl=ional uncertain systern 
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Abstract：The dyn帅 jc output feedback guaranteed cost control for systems with linear fractional uncertainty was ad— 

dressed．Based on linear matrix inequality(I．MI)，it Was proved that necessary and sufficient condition for the existence of guar— 

anteed cost controller was equivalent to the feasibifity of a certain finear matrix inequality ．A convex optimization problem Was 

introduced to mill~ ze the upper bound for the cost function ofthe closed-loop system，and the output feedback controllers were 

characterized by the solutions to this problem．By Finsler’S lemma，an algorithm for finding a maximum perturbation bound for 

all admissbile perturbation parameters Was also presented． 
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l 引言(Introduction) 

在大多数控制工程中，人们不仅希望被控系统 

稳定而且希望它满足某些性能指标，保成本控制就 

是解决这些问题一种非常有用的方法．对于不确定 

线性系统，二次保成本控制不仅能保证系统二次鲁 

棒稳定，而且使系统的二次性能指标上界达到最小． 

这类控制器的设计方法有两种：一种基于 Riccati方 

法方法l ， ；一种基于 ，【Is方法[ ， ．这些方法绝大 

部分采用状态反馈控制． 

本文中研究线性分式不确定系统的动态输出反 

馈保成本控制问题，状态矩阵、输入矩阵、输出矩阵 

均含有不确定性．设计目标为使闭环系统二次稳定 

且成本函数的上界最小．针对满足 A(t) A(t)≤ 

ID ，的A( )，给出最大摄动界 lD一 的算法． 

2 鲁棒性能分析(Robust peffonmnce analysis) 

考虑如下不确定系统： 

(f)：(A+ ) (f)+(B+△ (f)， 

(f)=(C+zxc) (f)+(D+AD) (f)， 

[ = H1̂ ]， 
(0)： o，厶(f)=△(f)[，一G△(f)]～． 

(1) 

其中 Xp(t)∈ R 为状态，A∈ R ，H E ， 

E∈Rg 是已知常数矩阵，△(t)满足 △(t) A(t) 

≤ ，，同时设[，一GA(t)]一对所有允许的 △(t)都 

是可逆的，且 ，一G G >0． 

考虑系统的成本函数 

J： 

Jn[ (z) (z)+ (f) Ru(t)]dt， 0，R>0． 
(2) 

引理 115] 给定适当维数的矩阵 ： T， ， 
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，厶，厶如式(1)定义，则 + + -r厶-r力-r<0成 

立的充要条件是存在标量 e>0，使得 

e 。力]l I 一

，G]一[ 嚣 ]<0_ 
下面的定理是本文的主要结果之一，它说明线 

性分式不确定系统二次成本矩阵存在的充要条件． 

定理 1 对于给定不确定系统(1)(设 “(t)= 

0)和成立函数(2)，二次成本矩阵存在的充要条件 

是存在标量e>0和正定矩阵 W>0，使得下列LMI 

成立 

WA AW WE 

EW — l 

HT G 

l 

Q W 0 

H 叩  

G 0 

一 ， 0 

0 一EI 

应用定理 1，很容易得到闭环系统保成本控制 

器的存在条件． 

推论 1 对于给定系统(1)和成本函数(2)，保 

成本控制器(4)存在的充要条件是存在标量 e>0 

和正定矩阵 V>0，使得 

l 

+AV VE 刀 VQ 

EV — l G O 

G 一 ， 0 

Q V 0 0 一e， 

<0． (6) 

系统成本函数的上界为 J<e (0)V (0)． 

式(6)是关于 V，￡，A ，B ，C 的非 LMI．采用文 

<0． (3) 献[6]介绍的变换方法，将式(6)转换成 皿． 

首先，对矩阵 ， 一进行分块，则有 

证 设 二次侏 成本矩 阵为 P，对所有允许的 

厶(t)，系统 (1)中的二次成本矩阵 P满足 (A+ 

H5(t)E )P+P(A+  ̂(t)E)+Q <0，又 由弓I 

理 1，该式成立的充要条件是存在标量 e。>0，使得 

A P+PA+Q+[el E e 。PH]· 

[一，G 一，G]一 P】<。． 
利用 Schur补，并将两边分别乘以diag{elP-。，，，，}， 

且设e=e}，W=eP-。，可得 

『WA +AW+e 叩W WE H] l E W -
G I ，j< 

对项 e一叩 W利用 Schur补，得到式(3)． 

如果 e，W存在，则相应的成本函她的上界为 

．，<e (0)W xp(0)． 

3 保成本控制器设计(Design for guarantted 

cost controllers) 

文中采用动态输出反馈控制： 

』 c，( cX~，(t、 +Bcyp( ， c(0 = c。，(4)t 
u(t)= C (t)． ⋯ 

由式(1)，(4)得到闭环系统： 

主(t)=C4+ (t) ) (t)， (0)：xo．(5) 

这蚓 xp(t )] [ A ]， 

刀=[ ，] E cc]． 
对应的闭环系统成本函数为 

．，= ㈩  Q 

c 

0 

：  ～ ： [嘉 

定义 =[嘉 ：=[： 
下面再定义一组新的变量： 

A =XAY+XBC+hcY+MA N +[TDC， 

台 = MB ，e = cdv ． 

因此，当给定矩阵 X，Y和M，N时，控制器增益{A 

Bc，C }就能由A，台，e唯一确定．下面定理给出了 

基于 LMI的输出反馈保成本控制的综合过程． 

定理 2 对于给定系统(1)和成本函数(2)，保 

成本输出反馈控制器(4)存在的充要条件是存在一 

个标量e>。和正定矩阵 >。，y>。且[ 1 
0，以及 A，台，e，使得下列LMI成立： 

， l A+A E_f ， 2 Q 1 0 

l 

’ Hl yQ 2 

一 ， G 0 

* * 一 e， 

* * * 

e-rR 

0 

0 

一 e， 

< 0． 

(7) 

其中 

1 I：A + 4+hc+C 台 ． 

2 = XHI+ BH2， 

1 ：AY+ T+Be+eT台T． 

： YET+e ． 

证 将式(6)左右两边分别乘以 diag{FT，，，，， 

，}和它的转置，再利用式 ，Fl，F2和 A，台，e的定 

义，则得到式(7)． 
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求控制器增益矩阵的步骤，已知给定(7)的解 这里 

， l， ， ， ，仑 ． 

第一步 已知 ，一x Y ：MN ，对 ，一x y 

进行奇异值分解，计算矩阵 ，Ⅳ． 

第二步 设控制器初始状态 (0)：0，成本值 

上界为 0=￡ (0)Xx (0)，这是关于 ￡， 的非 

凸函数，由于 ￡>0，X>0，求 min(￡ T (0)XxP(0)) 

用 min(￡+ (0) (0))来替代，得到次优控制器 

增益矩阵： 

minimize￡+ (0)Xx (0)． s．t．(7) (8) 

若 上 式 解 为 ￡一 ， 一 ，l，～ ，A一 ， 一 ， 

e一 ，成 本 值 上 界 的 最 小 值 为 J < J ： 

￡一 T (0)X— (0)，求次优控制器的过程同上述． 

4 保成本控制系统的鲁棒界(Robust bound 

for guaranteed cost control system) 

假设 AT(t)A(t)≤ 7-2，，P ： 一，本节研究 

摄动矩阵 A(￡)允许变化的范围 P 下面的定理 

主要依据 Finsler’S Lemma． 

引理 2(Finsler’S Lemrna) 设有矩阵 ，Ⅳ，且 

是满列秩，Ⅳ ：Ⅳ ，下列叙述是等价的： 

i)存在一个标量 ，使得 MM 一N>0． 

ii)M上 』 <0
． 

如果i)，ii)满足，则满足i)的所有 由下式给出： 

～
[M (Ⅳ一NM』_ (M__NM'- )一 M一_Ⅳ)M+ ]． 

定理 3 对于给定不确定系统(1)，成本函数 

(2)和输出反馈控制器(4)，其 中 A (t)A(t)≤ 
7-2，

，P = 一，如果对于任意不确定性 A(t)，有 

‰  ’ 

其中 

f l1=一E2 ( P+PA+ )-lE ， 

{ l2：G—面( P+ + ) 厢， (9) 
【 22=一E2n P(A P+PA+ )一 尸 

． 

则该不确定系统是鲁棒保成本的． 

证 对于闭环系统(5)应用引理 2和 Schur补， 

0 

。I O]， 
r P+PA+ ￡E 

Ⅳ：I ￡ 0 l 
一  

疗 P G-r 

又注意到 

M一：[j 0 0]，M+：f 0 01 L 
0 0 11 

由于 A P+ +p<0，则 Finsler’s Lernma的条件 

ii 满足，因此 i ： [耋 耋 ．其中 ⋯ 
22 由式(9)所定义． 证毕． 

5 结论(Conclusion) 

采用 LMI方法解决了线性分式不确定系统动 

态输出反馈保成本控制问题，提出了保成本控制器 

存在的充分必要条件等价于 LMI可解性问题，利用 

该条件使求系统成本函数的上界最小值问题成为一 

个凸优化问题，利用该凸优化问题的解，可以求得控 

制器增益矩阵，文中还给出了不确定系统摄动参数 

的最大摄动界的计算方法． 
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