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分数阶线性定常系统的稳定性及其判据 

王振滨，曹广益，朱新坚 

(上海交 大学 自动化系，上海 200030) 

摘要：介绍了分数阶微分方程和分数阶系统，给出分数阶线性定常系统的传递函数描述和状态空间描述．给出 

了分数阶线性定常系统的稳定性条件，并结合分数阶状态方程给出定理的证明．直接从复分析中的辐角原理出发， 

推导出分数阶线性定常系统 2个有效的稳定性判据：分数阶系统奈奎斯特判据和分数阶系统对数频率判据．通过 

实例验证了其有效性． 
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Stability conditions and criteria for 

fracl=ional order linear time．invariant systems 

WANG Zhen．bin，CAO Guang．yi，ZHU Xin-jian 

(Department of Automation，Shanghai Jiao Tong Umve~ity，Shanghai 200030，China) 

Abstract：The fractional order differential equations and the fractional order linear fime-invariant systems ale introduced， 

and their transfer function representation and state-space representation ale given．The stability conditions are proposed for the 

fractional orderlineartime-invariant systems ．A proofis alsogiven basedonthefractional order state-space equation．Startingdi— 

rectly from the argument principle of complex analysis，two efficient stability criteria are deduced for fractional order linear tilrle- 

invariant systems ~Nyquist criterion of fractional systems  and logarithmic—frequency criterion of fractional systems ．An example 

verifies the effectiveness of the criteria aforementioned ． 
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1 引言(Introduction) 

虽然分数微积分(Fractional calculus)已有 300多 

年的历史，但分数微积分理论的发展主要完成于 

19、20世纪中叶，且主要集 中在纯数学领域．近年 

来，分数微积分已经开始逐渐向工程应用领域内渗 

透．把分数微积分用于控制领域还是个新兴的研究 

领域，这方面的开创性工作有：P~tlubny I研究了分 

数阶 pt~iT 控制器【 '2 ；Matignon D研究了分数阶微 

分系统的稳定性、可控性、可观 测性理 论【 '4 ； 

Oustaloup A提出了CRONE控制原理I5'6j． 

系统的稳定性是系统设计时需要考虑的最重要 

的因素之一，分数阶系统也不例外．考虑到分数阶系 

统的传递函数一般不是复变量 S的有理函数，因而 

目前还没有什么有效的多项式判据，如 Routh判据 

和 Jury判据，可以用来分析分数阶系统的稳定性． 

为此本文直接从复分析中的辐角原理出发，推导出 

分数阶线性定常系统两个有效的稳定性判据：分数 

阶系统奈奎斯特判据和分数阶系统对数频率判据． 

2 分数阶线性定常系统(Fractional order lin— 

ear time—invariant systems) 

2．1 传递函数描述(Transfer function representation) 

分数阶线性定常系统可以表示为如下形式的分 

数阶微分方程： 

D口ny(t)+口 一1IT‘n-1)Y(t)+⋯ +aoy(t)= 

6 D口 M(t)+b 一1 D口( 一 )M(t)+⋯ +boM(t)．(1) 

其中 

ITf(f)_而 』 dr (2) 
是阶次为 a=1／q的分数阶导数，q，m，n为正整 

数，且 ，n<n，式(2)中r(·)表示伽马函数． 

考虑到零初始条件下 ITf(t)的拉普拉斯变换为 

L(ITf(t))=SaF(S)， (3) 
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则系统(1)的传递函数描述如下： 

m  ： ： ． 

(4) 

2．2 状态方程描述(State space representation) 

可以把式(1)写成如下的状态方程形式： 

= A

(f)．

x(t

Y t Cx t 

如 (5) 

【 ()= ()． 、～ 

其中， (t)∈曼 ，Y(t)∈． A∈：j． ，B∈i ， 

C E 。 ． 

(t)=[ 1(t)， 2(t)，⋯， (t)IT, (6) 

f 1(t)= (t)， 

= l(￡)= (￡)， (
7) 

： D (t)： ‘ 一 (t)， 

L 一 00 — 01 ⋯ ⋯ 一 0n一1 

C=[b0 ⋯ b 0 ⋯ 0] 

， B = 

(8) 

3 稳定性条件(Stability conditions) 

定义 1 分数阶线性定常系统 

／Tx(t)=Ax(t)，0<a<1， (0)： 0(9) 

被称为是 

1)稳定的，当且仅当，V 0，j M>0，V t>0， 

ll (t)II≤ ； (10) 

2)渐近稳定的，当且仅当 

lim ll (t)ll=0． (11) 

以上定义称为分数阶线性定常系统的内部稳定 

性定义． 

定义 2 分数阶线性定常系统(1)是有界输入 

有界输出(Bounded input and bounded output)稳定的． 

当且仅当 

V“∈ L ，Y=g(t)*“(t)∈ L ． (12) 

其中，g(t)为G(S)的拉普拉斯逆变换．称定义2为 

分数阶线性定常系统的外部稳定性定义． 

引理 1 如果 0< a <2， E C， E R， 

7ca／2< <min{7c，7ca}，贝0对 V P≥ I有 

f ， (z)= 

{一妻— +D(1 z ， (13)P(p l一 一 a )+叭 。 ’  ̈

L I z I— ∞， ≤I arg(z)I≤ 7c． 

其中， ，口(z)为双变量 Mittag—Leffier函数[ ．引理 

的证明可以参考文献[2]． 

定理 1 系统(9)是渐近稳定的充要条件是矩 

阵 A的所有特征值 ，det(2i，一A)=0，满足条件 

I arg( )I> ，v ． (14) 

证 设 A有It个不同的特征值 (i=1，⋯，It)， 

存在非奇异变换阵 ，使得式(9)可以变换为 

／Tx(t)=^元(t)， (0)=贾0． (15) 

其中 

元(t)= (t)， (16) 

^= 4 一。=diag{ l， 2，⋯， }． (17) 

设 的最大奇异值为 ，最小奇异值为 则有 

11 (t)11≤ {1元(t)ll≤ 1{ (t)l1． 

(18) 

从而若式(11)成立，只需 

lim ll (t)ll=0． (19) 

式(15)的解析解可以用函数 
，

口(z)表示为 

元(t)= 、1(̂ t。)贾0． (20) 

这样，若要 ll元(t)ll一 0成立，只需 

E ()tit。)一 0，V i． (21) 

由引理 1知，上式成立等价于式(14)成立．对于 

A有重特征值的情况，可以用类似的方法证明． 

注 1 对于稳定系统(9)，其在初始值作用下的系统响 

应是以 t 速度衰减，而其脉冲响应是以 t一  的速度衰减， 

显然此种衰减速度与相应整数阶系统以指数速度衰减相比 

要慢许多，因而可以称其为慢衰减，即它对过去有较长的记 

忆作用，这种具有长期记忆的行为正是分数阶微分系统所特 

有的，而整数阶微分系统没有这种性质．对线性定常分数阶 

微分系统来说，内部稳定一定能推出外部稳定，反之不一定． 

4 稳定性判据(Stability criteria) 

设 G(S)为某分数阶单位反馈系统的开环传递 

函数(见图 1)，且 

G㈦ = ． (22) 

其中，P( )和 Q( )( =S。)是两个互质多项式， 

且 deg[P( )]：It，deg[Q( )]=m，n>m，a= 

1／q，q为正整数，则其单位闭环传递函数 (S)为 

)=币  ， (23) 

其闭环特征多项式为 

D(S)=P(S。)+Q(S。)． (24) 

设辅助函数 F(S)为 

0 ； 0 1 

一 ．． ．． 0 ● ● ● 

0  1  ． ． 

1  0  ． 

0  0  0  

= 

A  
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+ = ， 

显然，F(s)的零点和极点分别是闭环系统的极点 

和开环系统的极点． 

二 — — L二 

图 1 单位反馈系统 

Fig．1 Unit feedback system 

引理 2(辐角原理l J) 如果封闭曲线 内有z 

个 F(s)的零点，P个F(s)的极点，则s沿r 顺时针 

转一圈时，在 F(s)平面上，F(s)曲线绕其原点逆时 

针转过的圈数 为P和z的差，即 

= P—Z． (26) 

定理 2(分数阶系统奈奎斯特判据) 分数阶单 

位反馈系统(见图 1)稳定的充要条件是 G(s)的奈 

奎斯特曲线逆时针包围临界点(一1，i0)的圈数 等 

于G( )( = )在角形区域(一a 7~／2，a 7~／2)内的极 

点数 P；否则闭环系统不稳定，且闭环系统不稳定特 

征根的个数 z可按下式确定： 

Z =P—R． (27) 

证 考虑到闭环系统的特征多项式 D( )通常 

不是个有理多项式，它的根有无穷多个，其中只有有 

限个根在黎曼主平面内，即 

一 7c<arg(s )≤7c． (28) 

这些根称为结构根(structural roots)，根据它们在黎 

曼主平面的位置，系统有 6种不同的响应： 

1)黎曼主平面内无根，系统响应为一单调下降 

函数； 

2)黎曼主平面内有根，且 Re(s)<0，Im(s)： 

0，系统响应为一单调下降函数； 

3)黎曼主平面内有根，且 Re(s)<0，Im(s)≠ 

0，系统响应为一阻尼振荡函数； 

4)黎曼主平面内有根，且 Re(s)：0，Im(s)≠ 

0，系统响应为一等幅振荡函数； 

5)黎曼主平面内有根，且 Re(s)>0，Im(s)≠ 

0，系统响应为一发散振荡函数； 

6)黎曼主平面内有根，且 Re(s)>0，Im(s)： 

0，系统响应为一单调上升函数． 

因而只需考虑黎曼主平面内根的分布情况，就 

可以判断系统的稳定性．把黎曼主平面 s的虚轴和 

半径ID为无穷的半圆取为闭曲线 ，如图2所示，那 

么 就扩大为包括虚轴的整个右半s平面．辐角原 

理表达式(26)中的 P和z则分别表示辅助函数 

F(s)位于右半 s平面的极点数和零点数，而且 P也 

等于 G( )( =s。)在角形区域(一a 7c／2，a 7c／2)内 

的极点数 P．F(s)曲线绕原点逆时针转过的圈数 

就是开环传递函数 G(s)绕(一1，i0)逆时针转过的 

圈数．此外由于 n>m，当 s沿p为无穷的半圆取值 

时，通过 G(s)映射到 G(s)平面的象是原点，这也 

恰好是 s平面虚轴无穷远点映射到G(s)平面的象． 

这样， 就是奈氏曲线(s沿虚轴 一j∞到 i∞取值， 

频率特性 c(j~o)的辐相曲线)绕临界点(一1，i0)转 

过的圈数．显然若要闭环系统稳定，只需 R ：P；否 

则闭环系统不稳定，且不稳定特征根个数按式(27) 

确定．若 I arg( )I=a 7c／2，则闭环系统临界稳定． 

～

、、 

、 

0 P 一 

， 

／ 
一， 

一

rs 

图 2 包含右半 s平面的封闭曲线 

Fig．2 Closed curve Fs containing the hag-right plane s 

定理 3(分数阶系统对数频率判据) 分数阶单 

位反馈系统(见图 1)不稳定的根的个数 z，可以根 

据 G( )( = )在角形区域(一a 7c／2，a 7c／2)内的 

极点数 P和开环对数幅频特性为正值的所有频率 

范围内，对数相频曲线与 ±180~线的正负穿越数之 

差N=N+一N一确定： 

Z = P一2N． (29) 

若 z等于零，闭环系统稳定；否则，不稳定． 

证 开环传递函数 G(s)的对数幅频特性和对 

数相频特性分别定义为 

L((U)=20log I c(j~o)I= 

20log I Q((jcU)。)I一20log I P((jcU)。)I，(30) 

5D(cU)= Q((jcU)。)～ P((jcU)。)． (31) 

c(j~o)的辐相曲线绕(一1，j0)旋转的圈数，由 cU增 

加时幅相曲线自下向上(相角减少)和自上向下(相 

角增加)穿越实轴区间(一∞，一1)的次数决定．把 

自_kN下的穿越称为正穿越 Ⅳ+，自下N
_ k的穿越称 

为负穿越 Ⅳ一，则 

N = N+一 N
一

． (32) 

Ⅳ+和 Ⅳ一也可以分别看成对数幅频曲线在大于0 dB 
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图 8 K=2时的伯德图 

Fig．8 Bode plots at K ： 2 

从上面的讨论可以看出，这两种判据得出的结 

果一致．综上所述，当 K>1时，闭环系统稳定． 

6 结论 (Conclusion) 

分数阶系统的稳定性分析远比整数阶系统复 

杂，其中一个重要原因是分数阶系统的传递函数一 

般不是复变量 s的有理函数，因而不能运用判断整 

数阶系统稳定性的Routh判据和Jury判据来分析分 

数阶系统的稳定性．本文直接从辐角原理出发推出 

了两种判断分数阶线性定常系统稳定性判据：分数 

阶系统奈奎斯特判据和分数阶系统对数频率判据． 

利用它们不需具体求出分数阶闭环系统的结构特征 

根就可以知道分数阶闭环系统的稳定性，给出的实 

例验证了这两种判据的有效性． 
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