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摘要：基于性能势的方法．研究了一类半 Markov过程(sMP)的性能灵敏度分析和平均费用下的性能优化问 

题 ．将 SMP转化为与之等价的离散时间 Markov链(DTMC)，利用 DTMC的性能势，对 SMP进行灵敏度分析和性能 

优化，得到了SMP基于 DTMC性能势的灵敏度分析公式和最优性方程．最后给出了一个数值例子以表明该方法的 

应用． 
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Abstract：Based on performance potential theories，the sensitivity analysis and performance optimization of the semi— 

Markov process(SMP)under the average cost criterion ale studied．By applying the transformation of the SMP to the discrete- 

time Markov chain(DTMC)．the potential of the DTMC is used to obtain the sensitivity formula and optimality equation of 

SMP．Finally，a numerical example is provided to illustrate the applicability of the method． 
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1 引言(Introduction) 

Markov过程作为一种数学模型已被广泛应用 

于许多实际系统的建模和分析中，基于 Markov过程 

的重要性，曹希仁教授和陈翰馥院士提出了Markov 

性能势理论⋯，为Markov过程的性能分析提供了一 

个一致的框架，同时也减弱了对传统摄动分析方法 

所要求的较强的假设条件．但在许多实际问题中，大 

部分的系统是非 Markov型的，如半 Markov型．与 

Markov过程相比，SMP具有更广泛的应用范围．文 

献[2]利用DTMC的动态规划方法研究了 SMP决策 

问题，给出了平均费用准则下的最优性方程和策略 

迭代算法，文献[3]在 SMP中引入了一个与 Markov 

过程中无穷小矩阵相似的量，定义了 SMP的性能 

势，利用该性能势研究了SMP的灵敏度分析和决策 

问题．本文借鉴文献[2]的思想，从性能势的角度运 

用 DTMC的性能势，对一类 SMP进行灵敏度分析， 

给出了一种基于单一样本轨道对性能灵敏度的估计 

算法，同时在平均费用准则下，给出了 SMP基于 

DTMC性能势的最优性方程． 

2 S 的稳态性能(Steady—state performance 

of SM口f)) 

设 X= {墨，t≥0，E，Q (t)，f}为一个 SMP， 

E={1，2，⋯， }为其状态空间，Q (t)为 SMP 

核，则 Q (t)：p (t)，其中 P 为其状态转移概 

率，F (t)为逗留时间分布函数，f：E一 尺为SMP的 

性能函数．设 l，= {X ，n= 1，2，⋯，E，P ，／}是 

SMP X的嵌入 Markov链，f：E一 尺为嵌入 DTMC 

的性能函数．假定 SMP X是不可约遍历的．记 

P (t)=P(X J I X0= i)，Q (t)= Q (t)， 
J：l 

r∞ r∞ 

： j。tdF~j(￡)， j n tdQi(￡)· 
引理 ll4 J 对于 SMP X，若对任意 i∈ E，相继 

进人状态 i之间的时间 具有非格点分布和有限 
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均值，则极限P =lirapi~(t)存在；将 s 看成再生 

过程，则有 

E(一个循环中处于 i 堕 
p ——i_二 丽时间) 

这里称 E(·)表示数学期望．称 P 为 SMP X在 

状态i的极限分布，记 P=(p1，P2，⋯，PM)．定义 
M 

： ∑ )=Pf为SMP X的稳态性能，其中f= 
f：1 

(-厂(1)，⋯， )) ．若 为不可约遍历的，则 y存在 

稳态分布，设稳态分布为 丌=( 一， M)有 

7rP = 7r，7re = 1． 

其中 e=(1，1，⋯，1)T．定义 Y的稳态性能为 = 
M 

∑丌 ( )= ，其中 =( (1)，⋯， ( ))一． 
i： l 

引理 2[ ] 若 SMP X满足引理 1的条件，则 

． (1) 

∑ 7 
』=I 

定理 1 满足引理 1条件的 SMP X与其嵌入 

DTMC的稳态性能完全相同，即 = ，其中f= 

以厂， 

以 ：diagl ，⋯， }． 

∑ ∑ 
』=I ， I 

证 由式(1)和 SMP稳态性能的定义， 

： ∑Pif( )= 

∑M )：∑M 2l"
i ( )： ． 

(∑ ) 
』：I 

证毕 ． 

3 DTMC的性能势(Performance potentials of 

DTMC) 

在这里简要介绍一下 DTMC的性能势的有关 

内容，详见文献[1，5]．称 

d = ( )]-E~I EY(xn)3 f 

为 DTMC关于性能函数．厂的实现因子．矩阵 Df= 

[d ]称为实现矩阵．这里 Ef表示对初始状态 Xo=J 

求条件期望．对任意常数 C和 k ∈ E，定义一个量 

Xi， 

Xi=X +d i=dk i+C，V i∈ E， (2) 

称 为DTMC关于性能函数
．
厂在状态 i的性能势， 

记 xf=( 一，XM)T为性能势向量，由式(2)，显然 

有 d = — ，i，J．∈ E，因此有 

D_，：e( _厂)T— T． (3) 

引理 3[1 如果 limE[I (X )门 = [I 门， 

其中E (I I)：∑7r I ( )I，则 

( )一l 

d ：E[∑ (X )一 ( ) ]． (4) 

其中 (i)=inf{n I X ：i，Xo= }． 

由此可知实现矩阵可以基于一条样本轨道进行 

估计． 

引理 4i5] 势向量满足如下 Poisson方程： 

(，一P) ／=厂一 e， (5) 

且所有性能势向量可表示为 

l，=(，一P+e／t")一’f+ ． (6) 

为任意常数．可见，性能势 f不是唯一的．由式 

(3)得 

_，：
一 D T (7) 

是一性能势，所以 _，也可通过实现矩阵由一条样 

本轨道估计得到． 

4 SMP的灵敏度分析(Sensitivity analysis of 

SMP) 

假设 SMP X的状态转移概率P 和逗留时间分 

布F ，(t)为区间 ．，c 上变化的参数 0的函数，即 

P =p ( )，F0(t， )i，．『∈E．设 SMP的性能函数 

厂也与0有关，同时设 P ， 和厂是 的可微函数．由 

式(5)微分可得 

一  ，_P) ： 

厂+以L f 
3O ： 

厂+A Lf e
． (8) 

由定理 1，式(8)两边左乘 7r，得到 SMP的稳态性能 

关于参数 0的导数公式为 

3O：丌 厂+ 一of
P 30． (9) 一  丌 丌 + 一 · L 

对右边第二项，设 =(7l，72，⋯，伽)T，则 

OA
= 一  

1 
O0以 + diag( ，⋯， )= 

．  

． 

7r +~ m⋯agt 30·· 

其中第二个等式是将 7r 看作 DTMC Y的稳态性能 
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得到的．代人式(9)得到 

= 丌 
-，

一  

[(丌 3p +丌 ) 
一  

ag( ，⋯， +p ． (10) 

下面给出一种基于单一样本轨道，对性能势和 

性能灵敏度的仿真估计算法． 

步骤 1 通过一次仿真预先估计 丌，由 =Af 

计算 ，并计算 及其关于 导数． 

步骤2 通过第二次仿真估计E[∑P(xo)]， 

E[ ( )]， ． 

步骤 3 根据式(4)，(7)计算实现矩阵 D ，D 

和性能势 ／， ． 

步骤 4 根据式(1o)计算稳态性跑导数． 

5 SMDP平均费用准则下的最优性方程 

(Optimality equation of SMDP under the 

average cost criterion) 

假设 处 于 状 态 时 的 行 动 集 为 D( )， 

D=U D( )为行动空间，这里仅考虑平稳策略的 

情况．假设策略 ：E— D仅发生在状态转移时刻且 

仅与状态有关，在该策略空间的任意策略驱动下的 

SMP仍满足引理 1的条件．这时SMP的一切量将与 

策略有关，用右上角加 的对应量表示．设平均费用 

性能指标为 

．， = -~Et 3；s1 0 ( ) ． 卜∞ 。 
引理 5 设 SMP X满足引理 1的条件， 为 

SMP 第 一 次 到 达 初 始 状 态 的 时 刻，若 

E ( ( )) <+∞，则有 

卜lira EJ ( )d = ，( )= ． 
证 根据再生报酬过程 

卜

lira 1 

。

T 

(置)d = 
E ( )d 

0 

E』 ( )d =E M ( )弓= M ( )E弓(弓是在 
[0，T1]中处于状态J．的时间)，由引理 1知 

( = M )祝
．  

证毕 ． 

可知 J = ．由定理1，对任意策略 ，SMDPX 

与DTMDP Y的性能优化是完全等价的．由此采用 

与文献[7]相同的方法可以得到如下定理． 

定理 2 是 SMDP平均费用性能准则下的 

最优平稳策略的充分必要条件是下列不等式成立： 

A I厂 +P ( ／) ≤A7 +P (xJ) ，V ∈D 

或 

0=rain{A 一e矿 +(P 一，)( ／) }． 

6 数值例子(Numerical example) 

考虑一个具有 3个状态的 SMP系统，该系统的 

运行可以由状态转移概率和逗留时间分布来描述， 

0I，02，03为系统的 3个参数．已知系统的转移概率 

为 

PIl(0I)=1一e一 l ，PI2(0I)= ／e一 l 
， 

p s(01)= 1 e— ／2，pz (02)=}— —； 毫 ， 
P23(02)= 1 e一 2 ，P22(02)=1一P2I(02)一P23(02)

， 

p (03)=}— —： 毒 ，p ，(03)： 一}— —： 害龛， 
P32(03)= 1一P3l(03)一P33(03)． 

F (t， )为[0，i ]上的均匀分布，其性能函数 

为 ( ，0 )=In[(1+ )]+√i／20 ，i， =1，2，3．在 

0l=1，02=1，03=5处，利用第4节给出的仿真算 

法，在每次仿真次数为1000000次的情况下求得稳态 

性能关于 0l，02，03导数分别为0．1179，一0．5305，0． 

0417．而其理论值是 

0．1179，一0．5308，0．04 21． 

通过以上两组数据的比较，可以看到该仿真方 

法具有较高的仿真精度． 

7 结论(Conclusion) 

在 Markov链性能势的基础上，用转化的方法将 

SMP的灵敏度分析和性能优化转化为 DTMC的灵 

敏度分析和性能优化，基于 DTMC的性能势给出了 

灵敏度公式和最优性方程，并且利用该势能可由一 

条样本轨道来估计的特性，给出了一种基于一条样 

本轨道对性能灵敏度的仿真算法，因而可以应用于 

半 Markov型系统在线性能分析和优化． 
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