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摘要：提出了一种适于处理线性约束条件下非线性规划问题的 编码稳态遗传算法(aSSGA)．首先对线性可 

行域进行凸分析后将原优化问题 I转化为一个仅包含可行域极点信息的等价问题 Ⅱ．问题Ⅱ具有小边界的约束条 

件，通过采用特定的凸交叉算子、交换变异算子和倒位算子可以保证算法在遗传操作的过程中不会产生无效的编 

码，而且能在概率意义上保证 编码模式在整个可行解空间上充分可达．其次从理论上推导出了得到线性可行区 

域全部极点的方法，证明了问题 I和问题 Ⅱ的等价性．仿真结果表明i~SSGA算法在具有较快的收敛速度和精度的 

同时，还可以有效地维持群体的多样性，得到问题全局的最优解． 
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Global optimal algorithm for nonlinear programming problems 

subjected to linear constra!rits 
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Ab6tl"ilct,．A global optimal algorithm(the steady state genetic algo,itr,m． SSC,A)is presented to solve nonlinear pro- 

I衄iI喀problelm，which ale subjectedtolinear constraints．By convex analyzing，theIximaloptimal DbI蛐 I Callbe convert- 

。d to fin equivalent problem 1I，in which only file convex extremes of feasible space ale included．The DbI蛐 II b舔 啪  

constraintsItlan problem I．Intheevolvingofthei~SSGA algoritlma，theinvalidgenetic olm ting Callbe avoided it,qlng。cn慨  

CI1D6SOVCr 0I，el胁 ，swap mlzl=lto．operator andinverse opel'atiol1．ItCall also explorethe entire feasible space in the鸵峨 of1]ll~ - 

bility．Amethodis derivedtoget all cxtTcmes(BPs)oflinear conslraints，andthe equivale~ of13fo~cmI and DbI蛐 IIis al- 

SO proven．Finally，the simulatioll analysis shows that the algorithm not only has fast convergence speed and high ： lm  of 8O- 

lution，but also Call maintain the diversity of the population and reach a global饵 咖 oflllOn-concavc~jcclivc fllllctiol1． 

Key WOI~ ： extremes encoding；s~tdy state genetic algorifllms；non-linear pmgr'amming；linear conslzail~ ；global 

oplJ／niT,~tlion；convex Cl'136sovcr q)el胁  

l 引言(Introduction) 

实际的优化问题大都可归结为非线性规划模型 

来求解，一些传统的基于梯度的非线性优化方法，如 

准牛顿法(Quasi—Newton)、广义简约梯度(GRG)等算 

法通常是寻找一个可行、下降方向，然后在此方向进 

行一系列的数值迭代来得到模型的局部最优 

解[ ， ．这些基于梯度的算法不但要求非线性模型 

的目标函数和约束条件一级连续可微，而且对一些 

非线性度很高的函数，在实现中采用有限差分计算 

目标函数的梯度和 Jaeobian矩阵时，还可能会出现 
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一 些数值计算的病态问题L3J3． 

对于非凸的非线性规划模型，应用上述梯度算 

法求解需要解决以下三个方面的问题：1)如何确 

定模型可行空间中局部最优解的个数；2)如何确 

定最初的迭代起点；3)如何增强算法在可行空间 

中的搜索能力．由于这些算法本质上是一种局部的 

搜索算法，为了得到问题的全局最优解，将不得不选 

择不同的初始点多次运行算法，然后从中选择最佳 

点作为模型的全局最优解[2,4]，这样无论是从理论 

上还是在具体实现中，我们都无法保证解的全局最 
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优性． 

遗传算法(GAs)是 Holland教授提出的一种并 

行的全局优化算法[ ．基于模式定理的遗传算法利 

用遗传算子来产生群体中的最优个体，可适用于非 

连续的离散变量模型；此外，遗传算法还具有很强的 

空间搜索能力l ，可以在理论上保证解的全局性． 

遗传算法一般来说适于处理仅有小边界约束条 

件的非线性规划问题，因为这样可以使算法有较小 

规模的搜索空间，经过选择、交叉、变异等遗传操作 

后可产生合法的解，从而在概率意义上保证解空间 

的可达性．总的来说，变量边界范围和约束条件两方 

面的因素制约了遗传算法在数值函数优化计算方面 

的应用．遗传算法的搜索空间随变量边界范围的增 

大呈指数增长，当变量的边界范围很大时，搜索空间 

的增大将使算法无法保证在一定运行时间内得到非 

线性规划问题的满意解，而约束条件的存在则使遗 

传操作产生大量无效的解空间，减弱染色体的遗传 

性状，降低产生更好解的能力．这两方面的因素都将 

极大增加算法的计算时间，导致遗传算法后期收敛 

速度减慢． 

针对上述优化算法存在问题，作者提出了一种 

求解凸(线形)约束条件下非线性规划问题的全局优 

化算法—— 编码稳态遗传算法( ssGA)．SSGA 

是一种改进的遗传算法，在每一代进化过程中只是 

在概率意义上替换指定替换数目或替换概率的个 

体，而不是群体中的所有个体． SSGA算法首先将 

原优化问题 I转化为包含凸极点优化问题 Ⅱ．可以 

证明，二者在数学上是等价的．然后对问题Ⅱ变量 

(即凸区域极点系数)进行编码，而不是对原变量进 

行编码．这样不但可大大降低遗传算法的搜索空间 

(0～1之间)，而且通过设计特定的初始化算子、交 

叉算法和变异算子还可以避免在遗传操作中产生无 

效的解．仿真结果证明了 编码遗传算法比一般编 

码的遗传算法有更好的收敛速度和精度． 

2 理论基础(Theory basis) 

考虑下述线性约束条件下优化问题 I的一般形式： 

maxf(X)， (1) 

S．t．Ax=b，X≥0． (2) 

其中厂是任意非线性函数，A是m x n维矩阵，x是 

n维决策列向量，b是m维列向量．为了计算上需 

要，不失一般性，假设 b的每个分量是非负数．下面 

分析如何得到给定线性凸集的全部极点． 

2．1 凸集极点(Extreme points of convex set) 

为分析需要，先引入下列两个定理： 

定理 1 Ax=b，X≥0的可行域是凸集[11． 

定理 2 令 ={Ax=b，X≥0}，A是m×n 

维矩阵，rank(A)：rrt，则K的概 集与Ax：b，X≥ 

0的基本可行解等价[ ． 

由定理 1可知，式(2)的可行域是凸集，再由定 

理2可知，其极点集可通过相应代数形式的基本可 

行解 BFS来得到．记 

A =(pl，P2，⋯，P )． 

将A分解成(曰，N)(可能经过列变换)，使得其 

中 曰是基矩阵，Ⅳ是非基矩阵，设 

)_『 1 0 J 

是基本可行解，现在分析如何从该基本可行解出发， 

找到其它所有的基本可行解． 

设 ：『X 1是任意一个可行解，则由式(2)得 
，v 

到 

XB：B～b—B～Nx，v． (3) 

在原来的 n—m个非基变量中，使得 n—m一1 

个变量仍然取0值，而令一个非基变量 增大，即取 

正值，从而实现我们的目的． 由0变为正数后得到 

方程组(2)的解： 

XB=B～b—B～pkx =b—ykx ， (4) 

即 

XB 

bl 
一  

62 

● 

： 

一  

b 

(5) 

XⅣ= (0，⋯，0，Xk，0，⋯，0) ． 

一 般来说，当A是m x 17,矩阵，rank(A)=ra 

时，基本可行解的个数不会超过 ，因此应适当选 

取下标 ，从而保证可以得到式(2)全部的基本可行 

解，为此，定义了欧氏范数意义下的度量标准： 

D IIIi ：min{csB一 一1l c -1p 一1>o,j∈R)，· 
(6) 

D 一：ma)【{c 一1l c p，一1>o,j∈R)． 
(7) 

其中c 为单位行向量，R为非基变量下标集． 

式(6)可以保证极点向度量意义上逐渐减小的 

方向进基，直至达到度量意义下的最小极点；式(7) 

可以保证极点向度量意义上逐渐增加的方向进基， 

直至达到度量意义下的最大极点．这样初始基下标 

] ● ●  r J 
七 七 m ； 
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k先按(6)式选取，直至 ok IIli ≤0；然后初始基重新 

按(7)式选取，直至 DI～ ≥0．这样就可以得到度 

量意义下凸集极点对应的所有基本可行解． 

的取值必须大于0，当 <0时，Xk可以取任 

意正值，这时该凸集是无界区域；当y >0时，受到 

可行性的限制，它不能无限增大．对某个 i，当Y ≤ 

0时，机取任何正值，总成立 曰≥0，而当Y >0时， 

为保证 

= bz一 ≥0， (8) 

就必须取值为 

= 面 n{龛I >。)= ． c9， 
取值6r／‰ 后，原来的基变量XBr=0，得到 

了一个新的可行解： 

X=(X8l，⋯，X8 o．X8 0，⋯，机，0，⋯，0)T． 

这个解一定是基本可行解，这是因为原来的基 

= ( 
。

，p ，⋯，PB，⋯，PB)中的 m个列是线性 

无关，其中不包括P ，由于Y =B～PI，故 

P =By = YaP 8_． (10) 

即P 是向量组p 
．

，⋯，P ，⋯，P 的线性组合，且系 

数‰ ≠0．因此用p 取代p 后，得到的向量组p 
．

， 

⋯

，P口
．

，⋯，P 也是线性无关的．因此新的可行解 工 

的正分量对应列线性无关，故X是基本可行解． 

． 通过上述分析可知，分别按式(6)，(7)确定出基 

变量。按式(9)确定进基变量，或者得出式(2)无界的 

结论，或者得到全部的基本可行解，即凸区域所有的 

极点． 

2．2 优化问题 n(Opthnization problemⅡ) 

定理 3【’】 设 ：{Ax=b，X≥0}为非空多 

面集，则有 

1)极点集非空，且存在有限个极点 (̈，⋯， 

(̈
。 

2)极方向集合为空集的充要条件是 有界．若 

S无界，则存在有限个极方向d(̈，⋯，d( ． 

3)X∈S的充要条件是 
‘ f 

X ： ∑ ， ( +∑,~jdj， (11) 

∑ =1， 
J=1 

(12) 

其中 ≥0，．『=1，⋯，后； ≥0,j=1，⋯，z． 

由定理3可知道，若已知线性凸区域极点集，则 

该区域里的所有点都可以用区域顶点的凸组合表 

示．设约束条件式(2)有界，通过上述方法得到极点 

集为 

( ’，X ，⋯，X )． 

则可行域中任意一点就可以表示成 

X=AlX +A2x +⋯ +AjX ． (13) 

代入式(1)，原优化问题可转化为优化问题Ⅱ： 

max A)， (14) 

= 1，Aj≥0． (15) 
J=1 

显然，原优化问题 I和优化问题 Ⅱ是等价的，对 

A进行编码，求解优化问题 Ⅱ，然后利用式(13)就可 

以得到原优化问题 I的最优解．优化问题 Ⅱ不但具 

有很小的搜索空间，而且通过适当的选择初始化算 

子、交叉算子以及变异算子还可以避免在遗传操作 

中产生无效的编码空间，这样就可大大地提高遗传 

算法的收敛速度和精度，在较短的时间内可得到原 

优化问题的全局满意解． 

3 稳态遗传算法( SSCA) 

C,oldberg总结出了基本的遗传算法 SC_,A，SGA 

只使用选择算子、交叉算子和变异算子这三种基本 

遗传算子，在遗传进化操作过程中，需要在概率意义 

上替换群体(Population)中所有的个体(Individuals)， 

这样 SC_,A算法就不可避免涉及到大量的交叉和遗 

传操作，增加算法的运行时间．虽然交叉和变异增大 

会增加群体的多样性，但同时也降低了遗传算法的 

离线性能(收敛性能)和在线性能(动态性能)． 

为了使遗传算法具有更好的在线和离线性能， 

本文中设计了一种最优替代策略稳定状态遗传算法 

SSGA．这里所说的稳态是指每一代在进化过程中只 

是在概率意义上替换指定替换数目或替换概率的个 

体，并不是群体中的所有个体，可在一定的程度上加 

快算法的收敛速度． 

对于优化问题 Ⅱ，如果采用常规的初始化算子、 

交叉算子及变异算子将会产生大量的无效编码空间 

(解空间)，虽然采用惩罚函数方法可以将约束函数 

转化为无约束的问题，但是运算结果证明虽然经过 

很长时间的进化，该方法也得不到很好的结果【8J8．通 

过对试验数据的分析，可以看出由于这些约束条件 

进一步增加了无效染色体的数目，故使收敛速度减 

慢，更重要的是在交叉和变异过程中由于产生太多 

的无效染色体而使群体的有效进化模式减少，从而 
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不能使个体进化到最优的状态．故必须设计合理的 

初始化算子、交叉算子和变异算子，使之成为“有效” 

的，在这里“有效”指的是经遗传算子操作后产生的染 

色体编码所对应的解空间是满足方程约束条件的． 

适当的初始化算子是保证后续遗传操作产生有 

效编码的前提，因为通过定制适当的交叉和变异算 

子之后，算法就不会产生无效染色体，这样“实现”就 

不必在每次遗传操作之后进行编码有效性判断，从 

而可加快算法的计算速度．初始化算子产生的解既 

要求满足式(15)，又要保证群体中的个体尽可能均 

匀分布在整个解空间中．这里采用的初始化策略是： 

假设凸集有 L个极点，随机选取L一2个0～1之间 

的随机数，之后应用快速排序算法 ]对其进行升序 

排列，相应的取值为对应的间距，这样可生成满足上 

述条件的初始解． 

变异算子采用交换操作和倒位操作来实现．交 

换操作为随机交换染色体基因座上两个基因；倒位 

操作的具体过程是：1)在个体编码串中随机指定两 

个基因座之后的位置为倒位点；2)以倒位概率P： 

0．5颠倒这两个倒位点之间的基因排列顺序．倒位 

操作改变了个体编码串的部分基因排列顺序，其目 

的主要是为了能够使遗传算法更有利于保存和生成 

较好的模式，因为有时对形成一种较好模式有积极 

意义的基因在个体的编码串中隔离的较远，而使用 

倒位算子就有可能使它们逐渐接近，从而形成更好 

的个体．上述变异操作都不会产生非法的染色体． 

基于传统的单点或两点交叉都可能产生大量的 

非法染色体，故本文中设计了一种凸组合(线性)交 

叉算子来实现交叉操作，每次交叉操作只产生一个 

子个体．由于式(15)是一个凸集，设 S为n维空间中 

一 个凸集，由凸集的定义可知对 S中任意两点 【1)， 

( )及任一实数 口∈[0，1]都有 

ax!1)+(1一口) ( ∈ S． (16) 

这样随机产生一个[0，1]之间随机数，按式(16)可以 

得到一个新的点，同时能满足约束条件． 

上述初始化算子、交叉算子、变异算子等遗传操 

作都不会破坏解空间的合法性，因此在具体的实现 

中不必在每次遗传操作之后测试解的有效性，从而 

加快实现的计算速度．更重要的是在概率意义上保 

证了解空间是完全可达的，从而在理论上保证算法 

结果的全局性．此外 SSGA选择算子采用确定式采 

样选择策略(Oe~ tic Sampling)；适应度函数采 

用线性尺度变换策略． 

4 仿真实例(Simulation implementing) 

作者采用 Standard C++(ISO一14882)E91语言 

编写了基于 Microsoft Visual C++环境下 SSGA算 

法的实现程序．考虑下列测试函数，该函数在可行区 

域内有3个局部最优解，其中有1个为全局最优解， 

见图 1． 

图 l 2SSGA进化过程 
Fig．1 SSGA evolving procedure 

ma】【Z：3(1一 1) e(一年( +1) 一 

10(0．2x1一 }一 i)e(一 一 z2)一 

e

((--XI+I 2 2)
， 

J 

一 l+ X2—6≤ 0， 

一 l— X2—6≤ 0， 

一 l+ X2—6≤ 0， 

一 l— X2—6≤ 0． 

(17) 

(18) 

一 4≤ l≤ 4，一4≤ 2≤ 4． 

由式(6)，(7)可循环得到约束条件和边界条件组成 

凸区域的8个极点： 

= (一2，+4)， =(+2，+4)， 
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= (+4，+2)， ：(+4，一2)， 

= (+2，一4)， ：(一2，一4)， 

= (一4，一2)， ：(一4，+2)． 

由式(13)可将分量 1， 2分别表示为 

1=一 1+ 2+4．=L3+4．=L4+ 5一 6一 7一 8， 

(19) 

2=一 1+4 2+ 3一 4一 5一 6一 7+ 8． 

(20) 

则优化问题式(17)，(18)可转化为优化问题 Ⅱ： 

max z=／．( l， 2，⋯， 8)， (21) 

图 2 SsGA进化过程 

Hg．2 S evolving procedure 

应用 SSGA算法对上述转化优化问题进行优 

化，得到全局最优的 向量，再按式(19)，(20)进行 

计算即可得到原优化问题的全局最优解．算法的参 

数设置如下：交叉概率0．90；变异概率0．01；群体数 

30；进化代数50；每代替换个体数5． 

,~SSGA算法中群体多样性性能指标定义为 

2· d( ， ) 

Di pop= Ⅳ·(Ⅳ一1) (23) 

在上式中，Ⅳ表示为群体规模，d( ，
． 
)表示为 

第 个体与第 个体(即染色体)之间的欧氏距离，即 

=———一  

d(i，J)=̂／ (i 一 ) ． (24) 
m = 1 

其中z为染色体长度，i 和 分别为 和_，染色体第 

m个显式基因．群体多样性计算复杂度为 0(N2)， 

即在每一代进化中都需要额外的0．5Ⅳ(Ⅳ一1)次计 

算．在实际的计算中可以通过关闭多样性选项极大 

提高算法计算速度． 

从图 1，图3可以看出， 编码 SSGA算法具有 

较陕的收敛速率，群体规模为30情况下，在进化到 

20代左右时群体中所有的个体基本上都收敛到了 

全局最优化解的附近，同时还能保持群体中的多样 

性(见图4)，从而可以增强算法的全局搜索特性；而 

由图2，图5可看出 编码 SSGA算法在同样的条件 

下，直到50代也没有进化到全局最优解．从图 6中 

可以看到群体在10代以后多样性趋于0，这都表明 

由于约束条件的存在，交叉产生优良的模式不能有 

效地遗传到下一代，算法更多的依靠变异操作来产 

生优良模式(从图6中看出，在 l0，20，30代附近的 

有效变异导致了相对好的解产生)，这样最终导致算 

法的收敛速度减慢或者是在相当长的时间内收敛不 

到全局最优化解． 

蜂 

避 

图3 编码最优个体及个体平均值曲线 

Fig．3 Best indivithml and Inean value ofpo~ ttiOll 

by usil鸩 ；tSSGA 

蜂 

避 

图4 编码个体多样性曲线 

Fig．4 Diversity of pOllll~Oll by tt~ing S 

O  
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图5 编码最优个体及个体平均值曲线 
Fig．5 Best individual and inean value of population 

by usmg xSSGA 

口 

图 6 编码个体多样性曲线 

Fig．6 Diversity of population by using xSSGA 

SSGA 算 法得 到测 试 函数 的最 优 解 为 

(0．000966，1．579330)，最优目标值为8．105275；应用 

CONOFr Solver[ J通过选取不同起点，得到最好的解 

为(0．000474，1．580535)，最优目标值为8．105417，误 

差仅为0．0018％，这说明 编码SSGA算法的收敛 

精度是很高的． 

5 结束语(Conclusions) 

本文中提出了一种适于求解线性约束条件下非 

线性目标函数的 SSGA全局优化算法，并从理论上 

推导出了如何得到线性区域全部极点的方法以及证 

明了原问题和转化问题的等效性 ．大量的仿真表明， 

该算法不仅能得到问题的全局最优解，而且能在保 

证较高精度的同时还加快了全局收敛速度．算法具 

有以下的特点： 

1) SSGA算法是基于遗传算法的框架进行优 

化的，因此在理论上和实现上都可以保证得到解的 

全局最优性； 

2) SSGA算法编码方法可将原约束条件转化 

为小边界的约束条件，从而减小搜索空间，有利于提 

高解的精度； 

3)A SSGA算法采用特定凸交叉算子以及交换变 

异算子、倒位算子，从而保证在遗传操作过程中不会 

产生无效的编码，并在概率意义上实现整个可行解 

空间上充分可达，这样就可在维持较高收敛速度的 

同时能有效地保持群体的多样性； 

4)非线性规划问题中的目标函数并不要求是 

连续可微的，而且目标函数也可以是非凹函数； 

5)通过对非线性约束条件进行凸逼近处理后， 

算法可进一步适用于非线性约束的情形． 

参考文献(References)： 

[1] 陈宝林．最优化方法理论与算法[M]．北京：清华大学出版社， 

1989． 

(CHEN Baolin．Optimal Theory and Algorithn~ [M]．z~-ijing．- 

Tsinghua University Press，1989．) 

[2] AVRIEL M．Nonlinear Progranmffng Analysis and Methods[M]． 

~nglewoodCliffs：Prentice-Hall，1976． 

[3] 颜庆津．数值分析[M]．北京：北京航空航天大学出版社，1991． 

(YAN QiI晒．m．NumericalAnalysis[M]．Seijing：&啦 Universi— 

tyPress，1991．) 

[4] ARNED．Conopt[EB／OL]．Bagsvae~l，D即maIk：ARKI Qm 

and Development．http：／／www．gams．com／solvea's／eonopt．pdf． 

[5] 周明．遗传算法原理及应用[M]．北京：国防工业出版社，1999． 

( I Ming．Genet／c A／gohthms：Theory and 妇 lM J． 

Beijhag：National I)efel~e Industry Press。1999．) 

[6] RENDERS J M，FLASSE S P．Uy~id methods usil唱gc c algo- 

rithmsfor 0bal 0p血1iz 0n[J]．IEEETrans册System，Man，and 

Cybernetics，Part B，1996，26(2)：243—258． 

[7] BAZARAS M S，JARVIS J J．Linear Progranm~ag and Netwo~ 

Flows[M]．New York：W'dey，l977． 

[8] BECKWrII-IS F，WONGKP．Agenetic algorithm ap~oadaforelee- 

tric pump scheduling_m water supply systems[c J／／IEEE胁 Q 

onEvolutionary Q嘲刚 ．PerCh，Australia：[s．n．]，1995(1)：21 

— 26． 

[9] BJARNE S．The C++ Prognmmang Language(Special Ed／t／an) 

[M]．8~jmg：Cllina MachinePress，2O02． 

作者简介： 

张贵军 (197斗一)，男，浙江工业大学信息工程学院讲师，20OO 

年在太原理工大学获工学硕士学位，2OO4年在上海交通大学获工学 

博士学位，主要研究兴趣是优化调度，及算法软件的开发等，E-mail： 

z萄@zjut．edu．Cll； 

俞 立 (196l一)，男，浙江工业大学信息工程学院教授，博士 

生导师，主要研究领域为鲁棒控制等，E-mail：1yIl@2jut．edu．Cl1． 

吴惕华 (1940一)，上海交通大学电子信息与电气工程学院教 

授，博士生导师，研究方向为过程控制． 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com

