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一 类不确定离散系统的严格正实分析和设计 
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(东南大学 自动化研究所，江苏 南京 210096) 

摘要：考虑了一类不确定离散多变量系统严格正实分析和控制问题，其中不确定参数具有非负性．分析了系统 

鲁棒稳定且严格正实的条件，讨论了状态反馈、输出反馈使闭环系统鲁棒稳定且严格正实的问题．将不确定系统的 

鲁棒严格正实分析和设计转化为确定系统的严格正实分析和控制，得到了系统鲁棒稳定且严格正实的充分必要条 

件．最后给出了鲁棒严格正实控制问题的可解条件及控制器的综合方法． 
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A 岫 -旺：The strict positive real analysis and design ofdiscrete．fir~ systems with positive real p嗣响 c uncertainty aIe 

considered．First。COfl~ Ofl$are cha|=ad_eri edforwhichlhe uncertain systems are robust stable and strictpositive rea1．Then state 

e【 ack and output fee~ack controllers to achieve robust stability and strict positive realness aIe discussed respectively．It is 

shownthatlhe suictpositive real analysis and designofll】etmccrtain systems caII be reducedtothose ofI℃lk山 systmmwitb睛皿 

删髓mdn哆．sl】伍de眦andnecessmy conditions are derivedfbrthetmccrtain systcrm 幻 be robust stable and striapositive rea1． 

Solvable conditions ofthe robust posi~ve real conrail problem are also obtained．At last．methods ofdesi~ning robust strict posi- 

five real conm2h~ are given． 

Key WoINd~：linear mulfivariable systems；parametric u~ inty；strict positive real；positive Ieal control 

1 引言(Introduction) 

严格正实性在系统的分析和设计中起着重要作 

用，在鲁棒稳定性分析、绝对稳定性研究、非线性控 

制及自适应控制等方面有着广泛的应用 ．̈2J．设计 

内稳且闭环传递函数是正实的控制器，称为正实控 

制问题，这类问题可通过解黎卡提方程或不等式解 

决【3J3．由于不确定性的存在，鲁棒正实性研究就有必 

要。近几年不确定系统的鲁棒正实控制问题已成为 
一 个研究热点L4-6J．文献E73讨论了状态反馈正实控 

制问题，而文献[8]则考虑了输出反馈正实控制器设 

计，但这些讨论都是针对连续系统的．离散系统在计 

算机控制、信号处理等方面应用广泛，研究离散系统 

的正实控制有重要意义．本文考虑了一类不确定离 

散系统，其中不确定参数具有非负性．先对这类系统 

进行了鲁棒正实性分析，得出系统鲁棒严格正实的 
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充分必要条件．然后讨论状态反馈、输出反馈鲁棒正 

实控制问题，给出了鲁棒正实控制问题的可解条件 

和控制器的综合方法． 

2 系统描述及基础知识(Description of sys— 

tems and preliminaries) 

考虑下面的不确定线性离散系统： 

『x(k+1)=AAx(k)+BAaJ(k)，x(o)=0， 

△。【z(k)=C△ (k)+D△∞(k)。 

(1) 

其中 (k)∈ 为状态，∞(k)∈‘ 为外部输入。 

z(k)∈ 为输出，A△，B△，C△，JD△为不确定性矩阵 

且满足以下假设： 

【 三三】=【三三】一【 】△c cE Et ． 
(2) 
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A(k)由不确定矩阵 F(k)决定： 

fA(k)=F(k)[，+ (k)]一， ，、 

【F(k)+FT(k)≥0，V k，J+JT>0． 

式中A，B，c，D为标称参数矩阵，日，日1，E，E1及 ．， 

为已知矩阵． 

注 1 文献[6～8]讨论的不确定性与式(2)和(3)描述 

的类似，只是 FT(k)F(k)≤，．这里，F(k)+FT(k)≥0．前 

者是从增益上对不确定矩阵 F(k)的约束，后者则是从相位 

上对 F(k)的限制．两者不能互相代替．以下为叙述方便，由 

式(2)和(3)描述的不确定性称为系统(1)的容许不确定性． 

另外，系统 可视为下面的闭环系统： 

(k+1)=,Ix(k)+ ∞(k)+Hu(k)， 

(k)=Cx(k)+D∞(k)+Hl11,(k)， 

Y(k)=Ex(k)+El∞(k)+Ju(k)， 

11,(k)=一F(k)Y(k)． 

由此可见， △在单变量情形就是不确定反馈增益闭环系统， 

研究这类系统的鲁棒正实性是有实际意义的． 

为了分析系统 △的正实性，给出以下定义及 

引理： 

对系统 

『 (k+1)=A (k)+B (k)，x(O)=0， 

。：1z(Ji})： (Ji})+ (Ji}) 

及其传递函数 G(z)=D+C( —A)一B，有 

定义 119] 若 G(z)的所有极点均在闭单位圆 

内且 G(z)+G (z)≥0，V >1，则称 C(z)为正 

实的；若 G(z)是渐近稳定的且 G( )+GT(e埘J)> 

0，V 0∈[0，27r]，则称G(。)为严格正实的；若 G( ) 

为严格正实的且 G(∞)+GT(∞)>O，则称 G(z)为 

扩展严格正实的． 

关于扩展严格正实，有下面的引理： 

引理[ ]对系统 0，下列命题等价： 

a)A稳定且系统 0为扩展严格正实的； 

b)存在0<P∈R “，使 

DT+D — BTP > 0
， 

ATpA—P+(C—BTPA)T(DT+D— 

BTpB)一 (C—BTPA)<O； 

c)存在0<P∈R “，使 

P CT

+

- A

PA D D B ]<o． L C
— BT 一( T+ 一 PB)J 

d)存在0<P∈R “，使 

r—P cC T Ar] 

I c 一(D +D) 一B l<0． (4) 【-
A —B —P—lj 

证 a)甘b)参见文献[9]，b)，C)，d)三者间的等 

价性可由Schur补得到． 

定义 2 系统 △称为鲁棒稳定且扩展严格正 

实的，若存在0<P∈R “，使 

『一P c A ] 

l c△ 一(D +D△) 一 I<0 (5) l 
A△ 一 B△ 一 p一·j 

对任意容许不确定性都成立． 

这里，鲁棒扩展严格正实的定义比通常的理解 

要强一些，因为对所有容许不确定性要求同一正定 

矩阵P使式(5)成立，但这样处理却便于分析系统 

△ 的正实性． 

3 正实性分析(Positive realness analysis) 

直接按定义2分析系统 △的正实性，就要考虑 

到所有容许不确定性，这样比较困难．为此，引入下 

面的增广系统，试将不确定系统 △的鲁棒严格正 

实性分析转化为确定系统的情形． 

： 

l[ E] c +[ 一 ： 尺 0 ]面c ． 
下面针对增广系统给ttl系统 三△鲁棒严格正实 

定理1 系统 △鲁棒稳定且扩展严格正实的 

充分必要条件为存在e>0， >O使 为渐近稳定 

证 系统 △鲁棒稳定且扩展严格正实的充分 

『一P c A ] 

l C△ 一(D +D△) 一B I<0 

y ：[ 一c 厅= 
= [E —El 0]， 

Y一 (Ii}) 一( (Ii}) )T<0． (6) 
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za(k)：R一 (，+Q)R～1
． 

其中 QTQ≤l l~_det(，一R— 1(，+Q)R— 1 D)≠O
． 

故式(6)可重写为 

y一白R一 一(白R—l重)T一自R一专QR一 一 

( 一主QR一专 )T<0
， 

甘存在 e>0使 

Y一白 一 一(白R一 )T+e2自R一1豆T+ 

e一 重TR一 重<0， (7) 

甘存在 e>0， >0使 

Y—ji 一 重一(jiR一 )T+e2君(R一1+ 

p-lI)HT+e一 TR一 <0。 

甘存在 e>0， >0使 

y+[西 e一- T] 
』 

甘存在e>0， >0使 

厂一P CT AT 

l c 一(D+DT) 一BT 

I A —B —P一1 

1 0 ￡研 e 

Le-1E —e～E1 0 

甘存在 e>0， >0使 

0 

~Hl 

eH 

— - td 

— - td 

—
P CT 0 ￡一 ET AT 

C 一(D+DT) e日l —e一 ET —BT 

0 e研 一 ， 一 ， e 

e一 E 一￡一 El 一 ， 一R一 ， 0 

<0， 

< O． 

L A —B ￡H 0 一P—lJ 

根据式(4)，这正是系统 乏 为渐近稳定且扩展严格 

正实的充分必要条件． 

注 2 式(7)eP 

亩e唧【 。 -l】【 E co． L— I1 I1 J L e-1 J 
其中 

[ 。 】 
不是正定的．为了使用Sehm补，引入 >0将式(7)变换为 

式(8)． 

由定理 1，不确定系统的鲁棒正实分析可转化 

为确定系统的正实分析，而后者可进一步转化为线 

性矩阵不等式用Maflah中的I．blI工具箱求解[11]． 

定理 2 系统 为渐近稳定且扩展严格正实 

的充分必要条件是存在矩阵0< ∈R × 及 >0， 

>0使 

一  XCT 0 XET XAT 

CX 一(DT+D) 日l —ET —BT 

0 ∈日1’ 一 ， 一 ， 

EX — El 一 I 一毛R一 1 0 

AX —B EH 0 一 x 

< 0． 

证 由引理中的式(4)，系统 乏 为渐近稳定且 

扩展严格正实的充分必要条件是存在矩阵P>0及 

e>0， >0使 

一 P CT 0 e一 ET AT 

c 一(D+DT) e日l —e一 ET —BT 

0 e日1’ 一 ， 一／d e 

e一 E —e一 El 一 ， 一R一 ， 0 

A — B e日 0 一 P一1 

< 0． 

矩阵左右乘以 diag{P～，，，e，，e，，，}，令 =e2， 

e = ，P_。= 即知定理2正确． 

4 正实设计(Positive real design) 

考虑下面的系统： 

f (后+1)=A△ (后)+B△∞( )+Bl△I‘( )， 

△s：{ (o)=0， 
【z(|I})=C△ (|I})+D△ (|I})+Dl2△ (后)． 

(9) 

其中u(k)∈R 为控制输入，Bta=Bl一臌 (后) ， 

Dma=Dl2一Hl△(|I})E2，而E2为已知矩阵，其余矩阵 

与式(1)中的相同． ’ 

假设系统的状态可直接测量，要设计状态反馈 

u(|I})=Kx(|I})使闭环系统鲁棒稳定且为扩展严格 

正实的．方法是先把不确定系统 △s的状态反馈鲁 

棒扩展严格正实设计转化为确定系统的状态反馈扩 

展严格正实控制问题，再对后者求解．为此，引入下 

面的增广系统： 

f (|I}+1)= (|I})+ 面(|I})+曰l (后)， 

毛：{ (0)=0， 
【 (|I})=Gx(|I})+ 面(|I})+Dl2 (后)． 

(10) 

其中 

D =[DT2 0 e-1E ]． 

于是，有 

定理3 状态反馈 u(|I})= (后)与系统 

组成的闭环系统鲁棒稳定且扩展严格正实的充分必 

8  

O  

< 

T —E 函 

+ 

R 

o  

一 e 一 

冀 。 
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要条件为存在 e>0， >0使系统乏 与该状态反 

馈构成的闭环系统为渐近稳定且为扩展严格正实 

的． 

证 将 11,(k)=Kx(k)作用于系统三△ ，有 

( +1)=A△ (k)+曰△(u(k)， (0)=0，(11) 

z(k)=C△ (k)+D△(u(k)． (12) 

其中 

A△=A一 (k)E，C△=C—HlA( ) ． 

而 

A = A + BlK，C = C + DI2K，E = E + 2 ． 

一  

CX + D121V 

0 

EX + E21V 

AX + Bl 

XCT+肋T2 0 

一 (DT+D) 明 l 

E哦 一百I 

— El 一 | 

一 B 舌日 

成立．进而，若 ，1V ， ， 为上述矩阵不等式 

的一个可行解，则 11,(k)= ( )J (k)为一状 

态反馈扩展严格正实控制器． 

证 对闭环系统(13)应用定理 2，令 KX = 1V 

即得． 

在许多实际问题中，系统的状态往往不能直接 

测量，因此状态反馈难以应用，下面考虑输出反馈 

控制． 

考虑不确定离散系统 

△，： 

( +1)=A△ ( )+B△co(k)+Bl△u( )， 

(0)=0， 

z(k)=C△ (k)+D△叫(k)+Dl2~u(k)， 

y( )=Cl△ ( )+D2l△叫( )+Dz~xu( )． 

(14) 

其中 

[Clzx D21zx D22△j= 

[cl D2l D22]一 △(k)[E El E2]． 

而 ，cl，D2l，D22为已知矩阵，其余矩阵与系统(9) 

中的相同． 

现要设计输出反馈控制器 

． 

『 (k+1)=Fo (|Ic)+(；0y(k)， 
。

【u(k)= (k)， 

使闭环系统鲁棒稳定且为扩展严格正实的． 

类似于状态反馈的情形，引人增广系统 

： 

(k+1)=Ax(k)+ 面(k)+Bl／／,(k)， 

(0)=0， 

z( )：C ( )+ 面( )+Dl2。u( )， 

y( )=Cl ( )+D2l。面( )+D22u( )． 

将 11,(k)=Kx(k)作用于系统 ，有 

『 (k+1)=Ax(k)+展面(k)， 、 i ( )： ( )+ 面( )． (13) 

其中 

c ：[ T 0 e 面T]． 

重复定理 1的证明过程可知定理 3的结论正确． 

类似于第3节，系统 乏 的状态反馈扩展严格 

正实设计可用Matlab中的LMI工具箱求解． 

定理4 系统 存在状态反馈扩展严格正实控 

制器，当且仅当存在矩阵X>0，1V及 >0， >0使 

XET+ 髓  

— E 

一  I 

—  R一翠1 

0 

T+·船11 

一 曰T 

E 

0 

一  

< 0 

其中 D2l。=[D2l —eH2 0]，其余矩阵与系统 

(10)中的相同． 

下面要说明，不确定系统的输出反馈鲁棒扩展 

严格正实设计可转化为确定系统 夏，的输出反馈扩 

展严格正实控制． 

首先，由系统 三△，与 构成的闭环系统为 

『叩(k+1)=A△叩( )+曰△ ( )，叩(0)=0， 

△c：1-z( )：_c△叩( )+D△叫( )． 

其中 

叼(k)：[ T(k) (k)lT, 

_c△：矗c一日l△( ) ， (15) 

[ △ △]=[ 百]一 △( )[ E1]．(16) 

而 

： [ 。 B一= GoD】， A 【G0c。 F0+G0D J’ 【 j’ 

= [ 】，-c=[c。 ]， =[E ]． 
而系统 乏，与 构成的闭环系统为 

『叩( +1)= 叩( )+云。面( )， (0)=0， 

。。 【z(k)=_c。 (k)+D。面(k)． 

其中 

云。：[ 一e 0]，乙--T。=[_cT 0 6-1 T]． 

(17) 

注意到式(15)，(16)及(17)，对系统 三△ ，乏 应用定 

理 1易知 

定理 5 输出反馈 与系统 △，组成的闭环系 

统鲁棒稳定且扩展严格正实的充分必要条件为存在 
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￡>0，／1>0使系统 与该输出反馈构成的闭环系 

统渐近稳定且扩展严格正实． - 

5 结论(Conclusion) 

研究了一类不确定离散系统的鲁棒严格正实分 

析和控制问题，其中不确定参数具有非负性．通过构 

造增广系统，将这类不确定系统的鲁棒正实性分析 

和综合问题转化为确定系统的正实分析和设计，由 

此得到了系统鲁棒稳定且扩展严格正实的充分必要 

条件以及鲁棒扩展严格正实控制问题可解的充分必 

要条件，这些条件可用 Matlab中的LMI工具箱验 
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