
第22卷第 1期 

20O5年 2月 
控 制 理 论 与 应 用 
Control Theory& Applications 

v01．22No．1 

Feb．2005 

文章编号：1000—8152(2005)01—0067—05 

不稳定零动态系统的鲁棒控制 
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摘要：不稳定零动态系统的特点是存在不稳定模态．不稳定零动态与不稳定模态有联系但并不等同，不稳定零 

动态具有不变性，而不稳定模态则是可以被镇定的．采用复合控制，用快速回路直接对不稳定子系统进行镇定，而 

对于取输出进行反馈的慢变回路来说，将快速回路的动特性作为未建模动态而采用常规的鲁棒控制方法进行设 

计 ．整个设计具有鲁棒性．以小车一倒摆系统为例对设计过程作了详细的说明． 
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Abst ：An hrqaottant feature of systems wim unstable zero-dynamics is that吐目【e exist unstable modes．Unstable zero- 

dynamics is Iela 0d to the unstable modes，but are not the sa111~ m each other．Unstable zezo-dynamics is invariant，butthe LI~I- 

stable modes can be stabilized．With composite control，a fast loop is employed to directly stabilize the unstable subsystem．The 

slow loopformedfrom theoutputisthen designed by existing robustnlell10d。whilethedyrlamics ofthefastloopistreated asthe 

unmodded dynanlic,s．Thewhole designis robust．An example ofaninvertedpendulum on a cartislar．sentedtoillustratethed 

signtxxxa~ ． 
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l 引言(Introduction) 

零动态是非线性理论中的一个概念，相当于传 

递函数中零点的概念．不稳定零动态系统也称为非 

最小相位系统．不稳定零动态系统的控制存在着设 

计上的难点，主要是鲁棒性问题．最近文献[1]提出 

了一种新的复合控制的方法，这是先将系统变换成 

Bnmovsky典范型，再通过选择时间比例和变量比 

例，使不稳定零动态成为一快变的子系统，整个系统 

变换成类似一个奇异摄动系统，然后分别对慢变子 

系统和快变子系统设计控制律 。和 f，构成复合控 

制， = 十 f．这种提法理论上似乎比较完美，但 

是实际上时间比例不可能小到 e，即慢变子系统不 

可能无限地慢，故时间比例的选择和两个子系统的 

相互影响在真正设计时是不够明确的．本文指出，可 

以不通过变换而直接对不稳定子系统设计一个快变 

系统，然后再设计慢变系统．这样的设计物理概念清 

晰，参数的确定也比较容易掌握． 

收稿日期：2OO3—06—11；收修改稿日期：2004—03—24． 

基金项目：哈尔滨工业大学重点学科建设基金资助项目(5410o179) 

2 不稳定零动态系统的特点(Features of the 

system with unstable zero-dynamics) 
一 般在研究非线性系统时常采用通过坐标变换 

得到的正规形式(normal form)，即 

贾l X2， 2 X3，⋯ ， 

贾r=6( ，z)+。( ，z) ， (
1) 

Y Xl· 

乏= ( ，Z)． 

式中 r为系统的相对阶，之=A(O，Z)为系统的零 

动态． 

式(1)的正规形式对一般性的理论研究很重要， 

不过当讨论具体的不稳定零动态系统的控制时则宜 

采用如下的结构形式，即余下的 n—r个方程也有 

输入项 

『 l：莺l X2， 2 x3，⋯， { 
贾，=b(x，z)+0( ，z) ，Y= l；(2) 

【 2： 之=q(x，Z)+p(x，Z) ． 
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这是因为对实际问题来说，系统中的各状态变量都 

在一定程度上受到控制输入 的影响，所以式(2) 

比式(1)更接近实际，更容易得到． 

根据式(2)，当 (t)：0时有 

0：b(O，z(t))+a(O，z(t)) (t)， 

将这个式子中的 (t)代人式(2)的第2个方程式， 

得到一个关于 z(t)的微分方程 

之= g(o，z)一p(o，z) ÷量{， (3) 
这就是系统的零动态． 

不稳定零动态系统的特点是一定存在有不稳定 

模态，当用式(2)来表示时，子系统 2一定是不稳定 

的．当然零动态(式(3))不稳定时，前面的一项 之： 

q(0，z)，即 2也可能是稳定的，至少理论上是可能 

的．但是如果不稳定零动态系统中的模态都是稳定 

的，那么对设计来说就不存在问题(参见式(4)下面 

的讨论)，因此本文在讨论不稳定零动态系统时，总 

假设存在一个不稳定的子系统 2．对于这样的系 

统，如果取 Y： ，进行输出反馈设计，那么一般来 

说这种设计没有鲁棒性 J． 

3 鲁棒控制律设计(Design of the robust con— 

trol law) 

对于不稳定零动态系统，宜采取复合控制律，由 
一 个快变分量 和一个慢变分量 。组成，即 = 

f+ 。．用 Uf直接对式(2)中的不稳定子系统 2进 

行镇定，而 则是取系统的输出 Y= 1进行反馈． 

应该说明的是与文献[1]不同，这里的 f不是镇定 

不稳定的零动态，而是镇定一个实际上的不稳定子 

系统 2．事实上，系统的零动态具有不变性． 

将 ： f+ 。代人式(2)，得 

『 1： 1 X2,~2 ⋯， { 
， ： b( ，z)+a(x，z)( f+ 。)，Y=Xl； 

【 2：之=q( ，z)+P( ，z)(Uf+ 。)． 

(4) 

注意到式(4)的两个式子中都有同样的 f+u。，用 

对式(2)的同样处理，可得这时系统的零动态依然是 

之=g(o，z)一p(o，z) ， (5) 

可见零动态具有不变性． 

由于 的镇定作用，加 f的控制律后式(4)中 

子系统 已经是一个具有快速响应特性的稳定的 

子系统了．加快变控制律Uf后的式(4)与式(2)不同 

之处是，虽然都具有同样的不稳定零动态，但式(4) 

已没有不稳定模态，对鲁棒设计已经不构成威胁．这 

是因为只要将 设计成一个较慢响应的控制律，非 

最小相位零点对稳定性就不会有什么影响了． 

设计时， f按单独镇定子系统 2的要求 

之=q(O，z)一p(O，z) f 

设计一个快速系统．这时，由于相应的阶次较低，所 

以比较容易设计． 

设计慢变的 时则可认为快速回路的响应是 

瞬时完成的，即子系统的动态(相当于传递函数的分 

母部分)可用静态系数代替，而将实际的动态特性与 

静态特性之间的差别作为系统的未建模动态考虑， 

进行鲁棒设计．事实上，如果从带宽的角度来考虑， 

只要快速回路和慢变回路的带宽差5倍，就可以略 

去快变子系统的动态特性而只保留子系统相互作用 

而形成的不稳定零动态(见式(5))，具体的设计过程 

见算例． 

如果用线性系统的传递函数和频率特性的概念 

来解释，这时系统的回路传递函数是 

· r Gf(s)1 

K(s)G(s)=[Kf(s)K (s)]l ‘ l= b
s s， 

Kf(s)Gf(s)+K。(s)G。(s)．(6) 

式中 K，G为相应回路的控制器和对象． 

系统的带宽错开5倍以上，就是指在快变回路 

Kf(jco)Gf(j )起 作 用 的 频 段 上 慢 变 回路 的 

K。(j )G。(jco)已经有很大的衰减，所以只要在对稳 

定性有影响的一1点附近，让 Kf Gf起作用，并按常规 

的阻尼比要求来设计快速回路，就可以使回路频率 

特性 K(i )G(j )远离 一1点，这样对不稳定零动 

态系统的控制来说就有了鲁棒性． 

当然这里只是一种定性的解释，系统的稳定性 

还是要通过上述的先设计快速回路，然后再设计慢 

变回路等设计过程来保证，参见算例． 

4 算例(Design example) 

本文的设计思想是：设计一快速系统镇定不稳 

定子系统，然后将快速系统的模态视为未建模动态， 

对慢变系统进行鲁棒设计 ．这种设计思想也可以通 

过线性系统的算例来说明，这里也采用小车一倒摆这 
一 典型的非最小相位系统[。]作为算例． 

设小车的质量为 M，摆的质量为 in，摆的长度 

为 Z，倒摆的偏转角为 ，小车的位移为 Y，加到小车 

上的力为 ，则小车一倒摆系统的线性化方程式 

为[2] 

J ～ + ～’ (7) I 
+rely ： mglO． ⋯  
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设 1=Y，z1=0，将式(7)整理成式(2)的形 

式，并设M =0．145kg，m=0．03kg，Z：0．125m，得 

f 1： 1=X2， 2=一1．4474Zl+6．5574u，Y= 1； 

【Z2：21=Z,2，22=67．5436z1—39．3443M． 

(8) 

式(8)中的 2是不稳定子系统，不稳定极点为 

8．218． 

根据式(3)得系统的零动态为 

- -

．

。 1 Z
． (9)958 8592 0J Z=l I ． ( ) L 

． 

、 

式(9)零动态中的不稳定极点为7．672，略小于 2的 

不稳定极点． 

先设计一快速系统来镇定系统 2． 2的阶次 

较低，一般可以采用常规技术进行设计，事实上这个 

对象的传递函数为 

Gf(s)= ． 

按文献[4]的思路，取阻尼比 =0．5， 

大的带宽为 15 rad／s，得快速系统的控制器为 

(10) 

并取较 

Kt(s)= 蒜 ． ⋯) 
这个快速系统的控制输入 Uf= Kf(s)z1．设 

u=uf+u。，将 u和Uf代入式(8)得到从M 到)，= 

的等效传递函数是 

，= ． 

(12) 

从式(12)可见，这个对象与式(9)具有同样的不稳定 

零动态，但式(12)已没有不稳定模态． 

现在要设计的是针对 P(s)的控制器 K (s)．由 

于这是一个慢变系统，所以可以将 P(s)中的高频 

模态略去，成为 P。(s) 

P0( )： ． (13) 

具体做法是将式(12)得到的 P(s)与其低频模型 

P。(s)之间的差视为设计中的不确定性，即 

P(jro)=[1+L(jto)]P0(j )． (14) 

式中L(jco)为乘性不确定性_5 J． 

图1中虚线所示就是根据式(14)所得到的 

I L(jto)I．根据图1可得不确定性的权函数(对应 

于图中实线)为 

(s)= ，I W2(jco)I>I L(jw)I． 

(15) 

有了不确定性的 (s)就可以采用一般的鲁棒设 

计方法来进行设计了．本例采用 ／ 混合灵敏度 

问题的 H 设计[6I． 

50 

∞ 0 
口  

、  

坚 
-

50 

l00 
l 

。 

． 

(j 

W2(jc 

一  

’ 

一 —  

∞／(rad·s一1) 

图 1 权函数 的伯德图 

Rg．1 Bode Cot of the weighting function 

PS／T问题是指求解下列的优化设计问题： 

II ， Jl 
· (16) 

‰ ll 。 

式中 S是灵敏度函数， 是补灵敏度函数，即闭环传 

递函数． 1和 为权函数． 1反映系统对扰动的 

抑制性能[引，本例中取 1为权系数 P． 就是上面 

所得到的不确定性权函数 (s)． 

求解 H 优化问题，当 y opl=1．0001时，得 lD= 

1．899．所得的H 控制器为 

(s)= 

一 1．5773×10一 (s一1．48×lO8)(s+1000)(s+1．511) 

(s+1．034×lO4)(s+23．43)(s+7．672) 

(17) 

由于这是一个慢变系统的控制器，故可以将式 

(17)中H 控制器的高频模态略去，得最终的控制器 

=  ． 

(18) 

由 式 (11)，(18)的 控 制 器 K(s) = 

[Kf(s) K。(s)]得 对 应 于 式 (6)K(s)G(s)的 

Nyquist图线(图2)．这条 Nyquist图线在一1点附近 

基本上由快速系统的 Kf Gf决定，在 ∞≤6 rad／s的 

频段上由于仍受到慢变系统的K。G。影响，距 一1点 

较近，所以灵敏度函数 S(jco)的峰值 会大一些， 

这是因为本例中对象是不稳定的，这种不稳定对象 

控制的特点是灵敏度S(jro)有较大的峰值 ，而系 

统依然有足够的阻尼比_4J． 

复合控制中闭环系统的特征方程为(见式(6)的 

符号)1+KfGf+K。G。=O，根据设计所得的Kt(s)， 

K (s)可得对应的极点为 
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一 32·83，一15．52±j12．25，一0．91±j4．56，一2．78． 的，即这种复合控制可以保证鲁棒性
．  

(19) 

式(19)的两对复数极点反映了控制中的快变分量和 

慢变分量．图3是系统在单位脉冲扰动下的响应曲 

线，可见有足够的阻尼．如果降低慢变回路的带宽还 

能提高系统的稳定性．本例中采用 H 设计的思想 

是在快速回路动特性(即 (
．i ))约束下，尽量加 

大 l0(对应慢变回路的带宽)，以使得控制规律中有 

足够的伺服刚度来克服实际上存在的摩擦力．换言 

之，系统的稳定性通过指定的带宽比值是可以设计 

的． 

届=3 ， 

l 
{ 

． 

’ 

∞=( } 

I ／ 
＼ ， ／ 啦 =l8 
∞ clO 

图2 复合控制的奈氏图线 

Fig．2 Nyquist plot ofthe comtx)site control 
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图4 【1+CK(joJ) ]的伯德图 

Fig．4 Bode plot ofthe 1+CK(joJ)一 ] 

应该说明的是，本节的这个不稳定非最小相位 

系统的算例如果采用输出反馈，若只取 Y： 是没 

有鲁棒性的，即使是采用 Isidori提出的零动态解开 

设计[引，也不能得到一个鲁棒性的设计[ ，所以采用 

复合控制是唯一可行的输出反馈控制方案． 

5 结论(Conclusions) 

1)不稳定零动态系统的特点是存在不稳定模 

态．或者说这个系统既有非最小相位零点，又有不稳 

定极点．采用复合控制，用快速回路直接对不稳定子 

系统进行镇定，再用慢变回路镇定整个系统，可以保 

证设计的鲁棒性．这种设计思路物理概念清晰，而且 

也容易操作． 

2)文中提出的H 设计也可以用于一般的多回 

路设计．对于慢变回路来说，因为带宽较窄，已经不 

存在一般概念下的高频未建模动态．文中在慢变回 

路的设计中将快速回路用低频数学模型来代替，而 

将其与实际特性的差别作为未建模动态来考虑，这 

种设计所得的 H 控制器阶次较低，便于实际中应 

用． 
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6 结束语(Conclusion) 

将混沌优化算法和模糊控制应用到混沌系统的 

延迟反馈控制中，利用混沌优化算法可以一次确定 

出混沌系统的多个不稳定周期轨道的周期，从而解 

决了延迟反馈控制中延迟时间难以确定的问题．利 

用模糊控制技术确定延迟反馈控制中的控制刚度 

K，解决了控制刚度难以选取的问题．仿真结果表 

明，本文方法不但可以有效解决延迟反馈控制中参 

数选取的问题，同时提高了控制系统的鲁棒性和快 

速性． 
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