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分数阶系统状态空间描述的数值算法 
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摘要：利用Cciinwald-Lemicov分数微积分定义计算分数微积分的数值解，计算精度仅为 l阶，不能满足快速收 

敛性要求．给出并证明了分数阶微积分的高阶近似所应满足的条件，并在此基础上推导出分数阶线性定常系统状 

态空间描述的数值计算公式．本法不但公式简单易编程，而且具有计算精度高、运算速度快等优点．给出一个粘弹 

性动态系统的仿真实例，验证了其有效性． 
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A numerical algorithm for the state-space representation 

of fractional order systems 

WANG Zhen-bin，CAO Guang—yi，ZHU Xin-jian 
(Dqaattmeat ofAutomation，Fuel Cell Institute，Shanghai Jiao Tong University，Sl'maghai 200030，China) 

Ab ：The tom．rational precision is only of first order by using Grtinwald-~ cov fractional calculus definition to 

approximate fractional differentials／integrals，and thus it can not satisfy the high conveegonce demand．The high order approxi— 

mate conditions for fractional diff~ ntials／integrals aIe given and verified．and based on that the numerical formula ofthe state 

space reptesentalion of lineartime-invariant fractional order systems is deduced．This algoathm has not only a simple form，which 

is easy to program，but also the advantage ofa higll precision and fast computation time．An example of solving nmnerically the 

dynamic viscoelasticity system is given tO show the effective~．ss of the method aforementioned． 

Key words：fractional calculus；fractional systems；fractional linear multi-step nlell刚 s：state-space representation 

l 引言(Introduction) 

分数微积分(Fractional calculus)已有300多年的 

历史，它把传统整数阶微积分的阶次推广到分数甚 

至复数领域，因而分数微积分极大地拓展了传统微 

积分的概念．分数微积分的发展至今已基本上形成 

了一个完整的体系，它的应用也不断渗透到多个领 

域．分数微积分在控制中的应用还是个新兴的领域， 

近年来，I．Podlubny研究了分数阶PID控制器⋯；D． 

Matignon研究了分数阶微分系统的稳定性、可控性、 

可观测性理论L2'3J． 

Bagley和Torvik指出分数导数非常合适描述粘 

弹性体(Viscoelasticity)的动态频率响应过程．对于求 

解此类用分数微积分表示的阻尼系统，已有一些方 

法，解析算法如拉普拉斯变换法(Bagley和 Torvik， 

1983)[ ；傅立叶变换法(Gaul，Klein和Kemple，1989， 

1991)【引，数值算法如Zhang and Shimizu法【引，L一1 

法[ ]和池田法[ ]等．这些方法都有些缺陷，解析算法 

虽然精度较高但公式复杂、计算费时还常常伴随发 

散问题，上述数值算法一般都要求分数导数的阶次 

在0～1间，所有这些都限制了它们的进一步应用． 

本文给出了求解分数阶线性系统状态空间描述的一 

个非常有效的数值方法，本方法不但精度高、计算速 

度快而且不需要作上述限制． 

2 基本定义(Basic definitions) 

Riomnn-Liouville分数微分和积分定义分别如下 

』Dy( ( ) ⋯ r)dr， 
【，l

一 1≤ a< ，l，，l∈ Ⅳ． 

(1) 

式中，I1(·)表示伽马函数，D。表示分数导数算子， 
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口为阶次． 

， t) 南 J。(t—r) r)dr，口>0．(2) 
式中，，。表示分数积分算子．口为阶次．，。也可以用 

分数导数算子 D 代替，反之亦然．因而 Riemann— 

Liouvine分数微积分可以统一表示成算子 ，J9， ∈ 

R U R一． 

Gfiinwald-Letnicov分数微积分定义如下 

ly( 舻 f(jh)，nh 口 u 

(3) 

其中，权系数 

=  ． (4) ’ 

因而可以利用有限项近似表示分数微积分，但只能 

获得 O(h)的精度[4,6]． 

对于算子 ，。下面两式成立： 

(Pf)( )= (， tx))(1)， (5) 

ly=南  · (6) 
式中，*表示卷积运算． 

考虑如下的离散化卷积公式： 

J )=h。∑Wn-jf(jh)+h。∑9,f(jh)， 
1 ，=。 ，=。 【 

：， ，口∈R+U R一． (7) 

其中卷积权系数 W (n≥0)和初始卷积权系数 

(n≥0)，J=0，⋯，s，s固定，都独立于h．显然下 

式成立： 

( )( )．=矿(1g／ tx))(1)． (8) 

为讨论方便，给出下面几个定义： 

)：h。∑Wn-jf(jh)， =nh， (9) 
j=0 

=  一 ，。． (10) 

当
．
厂(t)： 一时有 

(Egd一 ( )= 卢一(既  一)(1)． (11) 

定义序列 口=(‰) 的生成幂级数为： 

口( )：∑口 ， (12) 

称(口 )为 口( )的系数．卷积生成函数 W可以分解 

为 

( )=rl( )。 2( )． (13) 

其中r ( )为有理函数．可以把w(z)分解为 

( )=(1一 )一。[C0+Cl(1一 )+⋯ + 

CN
- I(1一 )Ⅳ一 ]+(1一z)Nr(z)．(14) 

二项式系数的渐进展开式为 

(_1) )=而na-1[1+al n-I+a2n-2 ·+ 
0Ⅳ一ln一(Ⅳ一 ’+0(n一Ⅳ)]． (15) 

3 卷积分的收敛性和分数阶线性多步长方 

法(Convergence of convolution and fractional 

order linear multi—step method) 

当口=1时，式(2)即为传统的积分，运用线性 

多步长方法(10， )，l0， 指本方法中的生成多项式， 

易知式(7)中的权系数W 为下式的泰勒展开式系数 

)= =耋 ． (16) 
线性多步长方法的收敛性由其稳定性和一致性决 

定-8J，对权系数 W 来说，稳定性与 W 的有界性等 

价．P阶一致性可以表示为 

hw(e )=1+O( )． (17) 

下面把上述概念推广到分数阶微积分领域，从 

而可以得出所谓分数阶线性多步长方法． 

定义 1 ，。的生成函数W是稳定的，如果 

埘 =0(na一)． (18) 

定义 2 ，。的生成函数W是P阶一致性的，如 

果 

haw(e )=1+D( )． (19) 

引理 1 W是稳定的，当且仅当式(14)中r( ) 

的系数 rn满足 

rn=0( )． (2o) 

证 从式(15)可以看出，若式(2o)成立，则式 

(18)成立．反之，设 W稳定，则W( )在 l l<1内无 

奇点，所以式(13)可以改写为 

(z)=u(z)儿(z—z，)一 ． (21) 
=0 

其中 为绝对值为1的不同数值，不妨设Z0=1，口0= 

口，u(z)在 l l≤1内解析，且 (刁)≠0， ≠0， 

一 1，一2，⋯．把 (z)在9处利用部分分式展开得到 

( )=∑( 一 )一 ( 一 )+q( )． (22) 

其中， 为某一多项式，且pj(o)≠0，q(z)在 l l=1 

上存在足够多次(如 次)导数，即其系数是 

0(n一 )[ ．由式(15)不难看出， 

： O(，l口I1) (23) 

成立，当且仅当Re(aj)≤Re(a)， =1，⋯，m． 

同理，r( )也可以表示为 

r( )=∑( 一刁)一 西( 一 )+ ( )， 
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西和 ~ 3ZNp,．和q·所以把 换成 ，式(23)仍 tp-I一￡(卫± 2 1 1 
然成立，从而引理得证． 一I1(p)r(u)‘ ‘ 

引理 2 如果 则由式(11)得到 

( 一 )(1)：0( )+0(hP)，．i}：1，2，3，⋯． ( )( )=D( ～hp)， 

f24 ET,(tp *t )(1)=(E *t )(1)=0(hp)， 

则 是p阶一致性的．特别地，P阶收敛性意味着P 因而结论成立。 

阶一致性． 引理4 设口， ∈R， ≠0，一1，一2，⋯，如果 

证 考虑自变量为t的函数et-x，在区间[0， ] 是稳定的，则 的卷积误差可以渐进展开成下式： 

内有 ( 一 )(1)：eO+elh+⋯ + 

eh( )=( e⋯)( )=ha∑ e— 一(，ae一)( )． 
O《 《 

当 一 ∞，上式中的第一项趋于 haw(e )，则不难 

得到下式 

(iae卜 )( )一 1， 一 ∞， 

所以下式成立 

ê(∞)=haw(e-̂)一1． (25) 

把e卜 在t=0处展开有 

= 塞 e c,Eq~er-x ． 
其中q+1≥max{P，P—Re(Ot)}．下式成立 

ê( )=eI( )+e ( )． 

其中， 

eI( )=e 1
0

( )( )· 
=

⋯  

由(11)知，当 一 ∞时，( )( )只是以多项式形 

式无限增大，所以 

eI(∞)=0， 

ei( )= ( e卜 )( )= 

( (tq) e卜 )( )= 

瓤e-s(E~tq)(s ． 
可以得到 

e (∞)= 
。
e (Egtq)(s)ds． (26) 

由式(11)和假设有 

(E )(s)=s口 (既 。tq)(1)=0(sq 一p )． 

由式(25)和式(26)可以得出 

haw(e-̂)一1=0( )， 

即tc，是P阶一致性的． 

引理 3 如果 Re(口)>0，且 ( )(1)： 

O( )，则对任意 Re(／?)>P有( )(1)= 

0( )． 

证 令 =p+ ，易知 

e．Iv—lhⅣ一 +O(hⅣ)+O(7 )． 

(27) 

其中系数 ， (口， ，c0，c 一， 一1)，取决于 口， 和 

式(14)中的系数 q． 

证 首先给出如下的辅助结论：两个离散序列 

‰ =O(n“)和 =O( )，其中 <min{一1，u一1} 

的卷积满足 

∑ 一 ：0(nu)． (28) 

这可以从下面两式看出 

f妻0 一 f≤t ⋯‰ ·+胁“宝( 一 ) 一，i 1 f
=  =

’ 

(-一 )“≤{ +。 一 ，： 三：-≤．，≤n一-． 
对于 ≠0，一1，一2，⋯，及式(15)下式成立： 

， 一l
=6。c一- (-凡 )+6。 一- (一 + )+⋯+ 
bN

- 1(一1)nf一 +Ⅳ一 )+D( Ⅳ)． 
、 凡 ， 

(29) 

定义如下函数 

6(z)=∑ 一 ： 

b0(1一：)一J9+bl(1一：)一J9 +⋯ + 

bN一1(1一：)一J9 Ⅳ一 +s( )． 

其中，s(z)的系数 s 满足 

s =O( 一 )． (30) 

考虑表达式 

ha∑∞ ( ) ，hn=1， 
=1 

令 ：∑w．_ij～，为，，(：)： (：)6(：)的第，1 

个系数，则由式(14)和(29)可以得到： 

，，(：)=d0(1一：)一(。 卢 + 
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dl(1一 )一‘。 p) +⋯+d2Ⅳ
一 2(1一 )一(a )~2N-2+ 

( )s( )+[b( )一s( )](1一 )Nr( )． 
k 

其中，d ：∑b c『．当N取足够大时，由式(14)， 
j=O 

(2o)，(30)和(28)，可以得出 (z)s( )和[b( )一 

s( )](1一 )Nr( )的系数都为0(na-1)．由式(14) 

得出 

=  

e0凡口 p一 +el凡口 p一 +⋯ +e0na p一Ⅳ一 +0(na一 )， 

从而 

(E 一 )(1)= 。 p一 Y 一(，。tp一 )(1)，h凡：1． 

定理 1 设 a∈R，如果 是稳定的且是P阶一 

致性的，则其也是P阶收敛的． 

证 假设 Re(a)>0．由引理 1～4知，对于任 

意 Re(口)>0，Re( )>P有 

(口，卢，CO，Cl，⋯， 一1)=0，J=0，1，⋯，P一1． 

通过解析分析，根据假设不难看出上式对任意 a和 

都成立，这样由引理4可以直接得出本定理． 

定理2(分数阶线性多步长方法) 令 (P， )表 

示某一稳定的、P阶一致性的隐含的线性多变量方 

法．假设 』D( )的零点的绝对值小于1．令 ( )由式 

(16)给定，表示相应卷积分的生成幂级数．定义 

llSa=( ) ，有 

( )=( ( ))。， (31) 

则 ，。的卷积分生成函数 为P阶收敛的． 

证 因为线性多步长方法是 P阶一致性的，即 

hw(e-h)=1+D(hp)． 

把上式推广到 a次幂有 

(e_̂)=1+D( )， 

以便 矿对于，。是P阶一致性的．由加在(』D， )上的 

假设有 

( )：粤 ：血(1一 )-iv( )． 
』口 z ， i=o 

其中 ( )解析且在 I I≤1附近无零点， 为』D( ) 

在单位圆上的零点，则 

wO(z)：Ⅱ(1一 )-au( )． 
i=0 

其中，M( )=口( )。在 I I≤1附近解析．由式 

(21)，(23)知 =0(／．ta一)，所以tl严是稳定的，再运 

用定理 1可以证明出本定理．下面给出P=1，2，3 

时，P阶收敛精度的生成函数 的一组表达式： 

( )=(1一 )～， (32) 

( )=(1．5—2z+0．5z )～， (33) 

( )=(11／6—3z+1．5z 一1／3z )～． (34) 

当 a<0时，它们为相应分数微分的P阶收敛权系 

数． 

4 分数阶微分系统的状态空间描述及其离 

散化近似算法(State—space representation of 

fractional order differential systems and their 

discrete approximation algorithm) 
一 般 (n，m)次的分数阶微分系统可以表示为 

『【 +口l +⋯+n 。】 ()：0D D t 0， f[D +口1 +⋯+n o】 ()= ， 

【x(0)=[x(0)， (0)，⋯， ( ’(0) 

(35) 

其中，D 表示 1／m阶分数微分算子，m为正整数， 

n为非负整数，且 m表示所有分数微分项分母的最 

小公倍数，z一1< n≤ z，z∈N，式(35)的状态空 

间表示如下 

『DmX(t)=AX(t)+ M(t)， i (0)：[ l(0)， 2(0)，⋯， (0) (36) 

其中， (t)∈R ， ∈R ， (t)∈R x1， 

X(t)=[ l(t)， 2(t)，⋯， (t)IT, (37) 

A = 

l(t)= (t)， 

2
(t)：D 1 

l
(t)：D 1 (t)

， 

i 

(t)：D 1 (t)：D (t)
， 

， B = 

(38> 

式(35)的解析解为 

(t)=El／小'l(At )x(o)+1．(t—r) 一 · 

El／ -l／ (A(t—r)llm)Bu(r)dr， (39) 

其中 ，口( )为双变量Mittag-Leffler函数【 ． 

根据第3节的讨论，可以得到系统(36)的P，P= 

1，2，3，阶精度离散化表达式为 

j =0 

一  砌 )= + ． 

(40) 

其中口=1／m， = (jh)， =M(jh)，_『=0，1，2， 

⋯ ，凡，t=nh，cu?为式(32)，(33)，(34)的生成函数 

0 ； 0 1 口 一 

● ● ● ● 

． ． ．

0   ̈

0  1 ．． 一 一 

● 0 ～ 

一 

0  0 0 口 
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的展开式系数，上式左边第二项为考虑初始条件不 

为零时的附加项． 其中 

从式(40)可以得到如下的迭代公式 

= ( 一 【 + 砌)一 

∑qX 】，n：1，2，⋯． (41) 
= 1 

计算权系数 的最方便有效的方法是利用快速傅 

立叶变换技术． 

5 仿真实例(Simulation) 

给定粘弹性系统如下 

mD (t)+cD (t)+ (t)= (t)， 

(0)=a1，露(0)=a2． 

其中，m，c，Ii}分别表示质量．阻尼系数和弹性系数， 

u(t)表示施加外力， (t)，0<a<1，表示位移函 

数 (t)的口阶导数．取／T／,=1，c=1．5，Ii}=1，a= 

0．5，al=0，a2=1，u(t)=1(单位阶跃输入)．其状 

态空间描述为 

图 l At=0．3 S时系统的单位阶跃响应 
Fig．1 Unit step respon~ at 6me st印 At=O．3 s 

A = 

D。· (t)=A (t)+Bu(t)． 

0 1 0 07 

0 0 1 0 I I
， B = 

0 0 0 1 I I 

一 1 — 1．5 0 0J 

(t)=[ l(t) 2(t) 3(t) 4(t)jT, 

x(o)=[0 0 1 0]T． 

图1，2分别给出了步长At=0．3 S和At=0．1 s 

时，系统的仿真结果，包括系统的解析解和卷积权系 

数分别取 1，2，3阶精度的数值解．表 1给出了3种 

近似解的计算时间和及其与解析解之间的相对误 

差．从表 1中可以看出，卷积权系数的近似阶次越 

高，时间步长取得越小，近似解与解析解越接近．本 

文所有仿真程序都是利用 Matlab软件包编程．数值 

计算速度非常快，在普通PENTIUM-4(~ I．7o-u)计 

算上述1，2,3阶近似数值解，当At=0．1 S时，运行时 

间不到2S． 

图2 At=0．1 s时系统的单位阶跃响应 
Fig．2 Unit step l'l~ponse at time step At=0．1 s 

表 1 分数导数的3种不同近似方法的计算时间与相对误差比较 
Table 1 Comparison of time and relative eriDr among three different 

aDDioximation methods of fractional derivatives 

6 结语(Conclusion) 

本文提出的分数阶线性多步长方法，非常适合 

求解分数阶系统的数值解，特别是卷积权系数取高 

阶近似时，数值解收敛到解析解的速度很快．另外本 

方法不需限制分数阶导数的阶次在0～1问，不但如 

此。对于一部分非线性时变系统本方法也是行之有 

效的，这将在以后的文献中作进一步讨论． 

(下转第109页) 
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0 

一 0．05 

一 0．1 
co 

1 2 3 4 5 6 7 

t／s 

(a)60 跟踪60 c时间历程图 

t／s 

(b) 左右副翼偏转角时间历程图 

l 2 3 4 5 6 7 

t／s 

(c) 方向舵偏转角时间历程图 

图2 算例2的仿真结果 
F ．2 Simulations results ofexample 2 

6 结论(Conclusion) 
通过以上推导和仿真，说明RHO算法可以较好 

解决非线性飞机运动方程在线指令分配的问题，这 

对故障状态下的飞机运动方程尤其重要，同时为解 

决飞机实时性与计算精度的问题，需要进一步研究 

更快捷的微分Riccati算法来满足要求． 
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